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Introduction aux groupes et algebres de Lie

PROGRAMME DE LA PREMIERE PARTIE DU COURS

I. Définitions et exemples de groupes de Lie

1. Introduction des groupes de Lie classiques : Gl(n, C), Si(n,C), O(n,C), Sp(n,C), U(n), Gl(n,R),
Sl(n’ R)’ O(n7 R)? Sp(n’ R)'

2. Variété et sous-variétés : Exemples de S?, S”, RP(n), CP(n). Définitions de variété, immersion,
plongement, submersion, sous-variété. Application : les groupes de matrices classiques sont des
sous-variétés de M (n,C).

3. Groupes de Lie et sous-groupes de Lie : Définitions et exemples des groupes de Lie classiques.
II. Algebre de Lie associée & un groupe de Lie
1. Vecteurs tangents, champs de vecteurs, crochet de champs de vecteurs.
2. Champs de vecteurs invariants a droite ou a gauche.
3. Définition et exemples d’algebres de Lie.
III. Application exponentielle d’un groupe de Lie
1. Equations différentielles et sous-groupes a un parametre.
2. Définition de ’application exponentielle d’un groupe de Lie et exemples.
3. Théoreme de Von Neumann.
4. Morphismes de groupes de Lie et d’algebres de Lie.
5. Différentielle de I'exponentielle.
6. Formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
IV. Action adjointe et classes de similitude
1. Actions de groupes et représentation adjointe.

2. Classes de similitude de matrices, réduite de Jordan, polynéme minimal, polyome caractéristique,
matrices compagnons, ensemble des matrices de rang donné.

V. Diverses décompositions des groupes de Lie classiques
1. Décompostion polaire et décompositions de Mostow.
2. Décomposition d’Iwasawa.
3. Décomposition de Bruhat.
VI. Des algebres aux groupes
1. Bijection entre sous-groupes connexes et sous-algebres de Lie.
2. Revétement universel d’'un groupe de Lie.

3. Correspondance entre algebres de Lie et groupes de Lie simplement connexes.
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