Notations et préliminaires

Tous les corps figurant dans le probleme sont supposés commutatifs.

N désigne ’ensemble des nombres entiers naturels

— N* désigne ’ensemble des nombres entiers naturels non nuls

— Pour tous entiers naturels a et b tels que a < b, ensemble [a, b] désigne [a,b] NN

— R désigne ’ensemble des nombres réels

— R* désigne ’ensemble des nombres réels non nuls

— R désigne ’ensemble des nombres réels positifs

— C désigne 'ensemble des nombres complexes

— C* désigne I'ensemble des nombres complexes non nuls

— K étant un corps, on note K[X]| 'ensemble des polynomes a coefficients dans K, K,,[X] ’ensemble
des polynomes de degré < n a coefficients dans K, pour tout nombre entier naturel n

— M, (K) désigne ’ensemble des matrices carrées de taille n > 1 a coefficients dans K

— GL,(K) désigne 'ensemble des matrices inversibles de M, (K). Si A € GL,(K), on note A~ son
inverse

— On dira que deux sous-espaces vectoriels V' et W de l'espace vectoriel M,,(K) sont conjugués s’il

existe P € GL,(K) telle que

W=pP'WP={P'MP;McV}.

— I, désigne 'élément unité de M, (K) .

— Pour A dans M, (K) on désigne par ‘A la transposée de A, trA la trace de A, detA le déterminant
de A et P4 son polyndéme caractéristique sur K c’est-a-dire P4(X) = det(A — X1,,)

— Pour E un K-espace vectoriel, on note .Z(F) l'algébre des endomorphismes de E et Idg 1'application
identité sur E.

— Si w est un endomorphisme diagonalisable d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, on pose
Sp(u) le spectre de u, c’est-a-dire I’ensemble des valeurs propres de u.

— Pour u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie et pour A\ € Sp(u) on pose
Ey(u) = Ker (u — AIdg) le sous-espace propre de u associé a A.

Objet du probleme

Dans ce probléeme, on se propose d’étudier les sous-espaces vectoriels de M, (K) constitués de matrices
diagonalisables.

Plus précisément, si n est un entier > 1 et K un corps, on note MT(n, K) laffirmation suivante :

— Pour toutes matrices A et B diagonalisables dans M, (K), la propriété

(a) A et B commutent
est équivalente a la propriété

(b) Pour tout A € K, A+ AB est diagonalisable dans M, (K).

L’un des objectifs de ce probléme est de montrer que cette affirmation est vraie dans le cas complexe
c’est-a-dire que MT(n, C) est vraie pour tout n > 1, qui est un résultat du & Motzkin-Taussky, 1952.

Dans toute la suite, lorsqu’il sera demandé d’étudier l'affirmation MT(n, K), il faudra examiner suc-
cessivement si les implications (a) = (b) et (b) = (a) sont vraies.

Les parties I, II et ITI peuvent étre traitées de maniere indépendante.



1.

Partie I

I-A : Le sens direct et le cas n = 2

. Soit K un corps et £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

On considere u et v deux endomorphismes diagonalisables de E' qui commutent c’est-a-dire tels
que U oV = Vo U.

(a) Montrer que les sous-espaces propres de v sont stables par u c’est-a-dire que si F' est un
sous-espace propre de v, on a u(F) C F.

(b) Montrer que u induit sur chaque sous-espace propre de v un endomorphisme diagonalisable.

(c¢) En déduire 'existence d’une base commune de réduction dans E pour les endomorphismes

u et v, c’est-a-dire qu’il existe une base B de E telle que celle ci soit une base de vecteurs
propres a la fois de u et de v.

. Plus généralement, on considére (u;);c; une famille d’endomorphismes diagonalisables de E.

On suppose en outre que ces endomorphismes commutent deux a deux :
(V (i,7) € I?), w;jouj=ujou;.

Montrer 'existence d’une base commune de réduction dans E pour la famille (u;);cs ¢’est-a-dire
une base B de E qui est une base de vecteurs propres pour chaque endomorphisme u;, ¢ € I.
(Indication : on pourra raisonner par récurrence sur la dimension de F, en étudiant & part le
cas ol (u;)ier est une famille d’homothéties.)

. Montrer que l'implication (a) = (b) est vraie dans l'affirmation MT(n, K), pour tout entier

n > 1 et tout corps K.

. Etudier 'implication (b) = (a) dans Paffirmation MT(2, R).
5. On étudie 'implication (b) = (a) dans laffirmation MT(2, C).

Soit A et B deux matrices diagonalisables de M (C) satisfaisant & la propriété (b) de MT(2, C).

(a) Montrer que 'on peut se ramener au cas ou B est une matrice diagonale de Ms(C) avec
au moins une valeur propre nulle.

(b) En supposant que B est une matrice diagonale non nulle avec une valeur propre nulle,
démontrer 'existence d’un nombre complexe Ay tel que A + A\gB ait une valeur propre
double.

(c¢) En déduire que I'implication (b) = (a) dans MT(2, C) est vraie.

. On suppose ici K = F), = Z/pZ, ou p est un nombre premier et n un nombre entier > 1.

(a) Montrer que A € M,,(F,) est diagonalisable si et seulement si A? = A.
(b) Démontrer I'affirmation MT (n, Fa).

(c) Démontrer l'affirmation MT(2,F)), dans le cas p > 3.
(Indz'catz’on : on pourra suivre le méme plan que dans le cas complexe rencontré a la
question I—A—5)

I-B : Application de la réduction simultanée

(a) On suppose ici que K est un corps de caractéristique différente de 2.
On considére un sous-groupe multiplicatif fini G de GL,(K) ou n est un entier > 1.
On suppose que :
VMeG), M?=I,.

Montrer que G est abélien de cardinal inférieur ou égal a 2™.

(b) En déduire que pour tout (n,m) € (N*)? les groupes multiplicatifs GL,(K) et GL,,(K)
sont isomorphes si et seulement si n = m.



2. Dans cette question, K = C et n est un nombre entier > 1.
On considere A et B deux matrices de M,,(C) et on introduit 'endomorphisme de M, (C)

Dap: M— AM + MB.

(a) En supposant que A est diagonalisable et que B = 0 , établir que ®4 p est diagonalisable.
(b) En supposant A et B diagonalisables, établir que ®4 p est diagonalisable.

(c) Démontrer la réciproque, c’est-a-dire que si ®4 p est diagonalisable, A et B le sont.
(Indication : On pourra utiliser la décomposition de Jordan-Dunford de A et B)

(d) Lorsque A et B sont diagonalisables, déterminer les éléments propres de ®4 p en fonction
de ceux de A et de !B.

3. Dans cette question, K = R et on note S3(R) 'ensemble des matrices symétriques réelles de
M5(R). Soit V' un hyperplan vectoriel de Ma(R) constitué de matrices diagonalisables sur R.
On se propose de montrer que V' est conjugué a Sy(R).

(a) Montrer que V' contient la matrice Is.

(b) Montrer que V' est conjugué au sous-espace vectoriel engendré par (I2, A, B) avec

10 0 w?
A‘(o 0> et B_<1 0)’

ou w est un nombre réel non nul.

(¢) En déduire le résultat.
4. Montrer que tout espace vectoriel formé de matrices diagonalisables de My(R) est conjugué a
un sous-espace vectoriel de S3(R).

Partie II : Le cas n = 3

On suppose que K est un corps de caractéristique nulle. On rappelle les définitions suivantes :
- Pour les polynomes de K|[X]

m n
P=> aXF et Q=) pX*
k=0 k=0

ol m et n sont deux entiers > 1, on définit le résultant de P et () par le déterminant de taille m + n.

am 0o .. 0 by, 0 --- 0
Am-1 - - bp—1 :
0 0
[07%9) bn
R(P.Q) = -t e
a bo
0 aq 0
0 e 0 ao 0O --- 0 bo
n colonnes m c;lgnnes



- Pour tout P € K[X] de degré n > 1 de coefficient dominant a,,, on définit le discriminant de P par

n(n—1)

apy=EYV " pp oy,

Gn

1. On considere «, 3 et «y trois scalaires de K. Montrer que le discriminant du polynome
P=-X34+aX?+8X +~

est
2742 —18vafB+a?B: —4a3y + 453

2. On pose dans M3(K)

mp mz M3
M=\ mgy ms mg et N =

S O W

0 0
0 0
my Mg Mg 0 1

On suppose s distinct de 0 et 1. Montrer que le discriminant du polyndéme caractéristique de
M + AN est un polynome de degré six en A dont le coefficient dominant est (s(1 — s))2.

3. On pose dans M3(K)

b1 by b3 000
B = by by bg et Q= 0 00
by bg by 0 0 1

et on note
Pg=-X3+aX?+bX +c.

b1 b

(a) Montrer que si by bs

(VAEK), Ppiag=-X>+(a+N) X2+ (b~ (b1 +b5)N)X +e.

(b) Montrer alors que si en plus by + bs # 0, le discriminant de Ppy g est un polynome de
degré quatre en A et déterminer son coefficient dominant.

4. Ici K = C; on se propose de démontrer I'implication (b) = (a) de l'affirmation MT(3, C).
Soit A et B deux matrices diagonalisables de M3(C) satisfaisant a la propriété (b) de MT(3, C);
on note .# le C-espace vectoriel engendré dans M3(C) par I3, A et B.

(a) Montrer que .# est un sous-espace vectoriel de matrices diagonalisables de M3(C) et que
si la dimension de % est strictement inférieure & 3, les matrices A et B commutent.

(b) On suppose que la dimension de .# est égale a 3. Montrer que 'on peut se ramener par
conjugaison au cas ou A = Diag(0,0,1) et B est un projecteur de rang 1.
(¢) En déduire que I'implication (b) = (a) de l'affirmation MT(3, C) est vraie.
Partie III : Le cas général dans C

ITI-A : Bases holomorphes



1. Soit 2y un disque ouvert de C contenant ’origine; on considere une application holomorphe
M de Qp dans M, (C), c’est-a-dire telle que chaque coefficient m;; de M définisse une fonction
holomorphe de Qg dans C, pour (i,7) € [1,n]>.

Pour tout z € Qp\{0}, on note V(z) le noyau de la matrice M (z).
Démontrer 'existence d’un réel p > 0 et d’un entier m > 0 tels que

(VzeQ), (0<|z] <p)= (dim V(z) =m).

(Indication : on pourra considérer les mineurs de M (z).)

On suppose m > 1 dans la suite.

2. Sous les hypotheses ci-dessus et avec les mémes notations, démontrer l'existence d’un nombre
réel r > 0 et de m fonctions 1, - , 1, holomorphes sur D, = {z € Qqp ;|z| < r}, & valeurs
dans C", telles que pour tout z € D,\{0}, les vecteurs ¥1(2),--- ,¥m(z) engendrent V(z) et
¥1(0), -+ , ¥, (0) sont tous non nuls.

(Indication : on pourra commencer par trouver des vecteurs ¢1(z), - - - , 1, (z) méromorphes en
z, qui engendrent V' (z).)

3. Toujours avec les mémes notations, notons Z* 'ensemble des couples (z,1) € Qy x C" tels que
z#0et Y € V(z), Z l'adhérence de Z* dans Q¢ x C" et V(0) ( qui n’a pas encore été défini) le
sous-ensemble de C" tel que

{0} x V(0) = Z N ({0} x C).

(a) On suppose que la famille (¢1(0),- -+, (0)) est libre. Démontrer que V(0) est un sous-
espace vectoriel de C" de dimension m.

(b) Montrer qu’il existe une famille (¢1,--- ,1,), comme a la question ITI-A-2 telle que la
famille (¢1(0), -+ , ¥ (0)) soit libre et en déduire que V' (0) est un sous-espace vectoriel de
C" de dimension m.
(Indication : partant d’une famille quelconque (1, , ¢p,) vérifiant ITI-A-2, on pourra
construire des familles (¢, -+ , ¥k, Pr11, -+ , ¢m) par récurrence sur k.)

4. On consideére une application holomorphe N d’un ouvert U de C dans M, (C), un point pg de
C et un cercle I' centré en uyg, orienté dans le sens direct.
On suppose que pour tout A € U, la matrice N(\) est diagonalisable, que :

(YAeU),(Vuel), NQ) —ul, € GLo(C),

et on note R(\, pu) = (N(\) — )"t

(a) Démontrer que la formule suivante

1

II(A) = “2ir | R(A, p) dp

définit une application holomorphe II de U dans M,,(C).

(b) Soit Ag un point de U ; on suppose que pg est 'unique valeur propre de N()\g) entourée par
le cercle I'. Démontrer que II(Xg) est la projection sur E,, (N (X)), le sous-espace propre
de N()\g) associé a pp, parallelement a la somme des autres sous espaces propres de N (o).

5. Démontrer que pour tout A € U, la matrice II(\) est un projecteur, somme de projecteurs sur
des sous-espaces propres de N () associés a des valeurs propres entourées par I'.

Partie I1I-B : Courbes spectrales



Dans cette partie le corps de base est K = C et D désigne le disque ouvert unité D = {z € C;|z| < 1}.
Soit A et B deux matrices dans M, (C), pour n € N*; on pose :

(V ()\Mu‘) S CQ)? P()‘au) = PAJr/\B(N) = det(A + AB — ,UIn)'

Pour A\ € C, le polynéme caractéristique de A + AB sera noté Pj.
On définit I’ensemble
C={(\p) € C*;P(\ ) =0}
On appelle multiplicité (dans C) d’un point x = (A, ) de C, la multiplicité de la racine 1 du polynéme
Py, notée d(z).
Nous admettrons le théoreme suivant qui permet de paramétrer localement ’ensemble C par des

injections holomorphes de D dans C? :

Quelque soit xg = (Ao, po) € C, il existe | € N* et deux familles finies d’applications holomorphes de
D dans C, (fa)i<a<i €t (9a)1<a<is qui vérifient les conditions suivantes :

() (Vae[LID), fal0) =X et ga(0) = po
(i) (2 €D),(a €L, (fal2),gal2)) €C
(ii)) (30> 0), (v (A, ) € C),

(A =Xl <11 = ol <) = (B € [1,1]), (3 € D), A= fa(2) ot 1= ga(2))
(

(v

(iv) VaE[[l ), (¥ (z,w) € D?), (fal2) = fa(w), ga(2) = ga(w)) = (2 = w)
(v) (¥ (@, 8) € [LI]%), (@ # B), (¥ (z,w) € (D\{0})?),  (fa(2), ga(2)) # (f3(w), gs(w))

(vi) (V2 € D\{0}), (Va € [L]), fi(z) #0.

Nous noterons F, = (fa,ga) les applications associées de D dans C2, pour tout a € [1,1].

Remarque : la condition (ii) signifie que F,(D) C C, (iii) que I’ensemble U F,(D) contient un
1<a<i

voisinage de z¢ dans C, (iv) que chaque F, est injective et (v) que (Fi,(D\{0}))1<a<: est une famille

d’ensembles deux & deux disjoints. La condition (vi) est particuliere a notre situation ou chaque

polynéme P est de degré n en u, pour tout A € C.

Pour a € [1,1], 'ensemble F,, (D) s’appelle une branche locale de C en xy.

Nous admettrons que la multiplicité dans C est constante dans une branche épointée, c’est-a-dire
que d(z) ne dépend pas de x si x # g et © € F,(D); on la notera d,, pour tout « € [1,1].

On appellera ramification e, d’une branche F, (D) en xg l'ordre du zéro 0 de f, — Ao, qui existe
puisque f, est non constante ; nous admettrons alors que pour tout A € C\{\g} suffisamment proche
de Ao, le nombre de points z = (A, u) € F,(D) est exactement e, pour tout « € [1,1].

Enfin, nous supposerons que pour g € C fixé, si o et u( sont deux racines distinctes de Py, les
branches locales de C en zg = (Ao, o) sont disjointes des branches locales de C en zj, = (Ao, 1()-

1. Soit (Fa(D))aE[[l 1 la famille de branches locales de C en un point xy = (Ao, po) de C.
Démontrer que la multiplicité de xg dans C vérifie

l
xg) = Z eady
a=1

2. On suppose jusqu’a la fin du probléme que A + AB est diagonalisable, pour A dans C.
Soit (Fo(D))aeq,q la famille de branches locales de C en zg = (Ao, o) et z un point de D\{0}.
On définit 'espace vectoriel, pour «a € [1,1]

Va(2) = {1 € C" (A + fa(2) B)Y) = ga(2)1},



et 'espace vectoriel associé V,(0) comme en ITI-A-3.
Nous admettons la relation suivante :

l
Epy(A+20B) = 3 Va(0).
a=1
Montrer alors que la ramification e, de F, (D) est égale a 1, pour tout o € [1,1].

3. (a) Etablir Pexistence de n fonctions entidres p; : C — C telle que C coincide avec la réunion
des graphes de u;,1 <7 < n.

(b) Démontrer I'existence de nombres complexes a;, b;, 1 <i < n, tels que
(ViE [[1,n]]),(V)\ € C), Nz()\) = a; + \b;.

4. Notation : pour i € [1,n], A € C et r > 0, I';(\, r) désigne le cercle de centre u;(A) et de rayon
T

a) Démontrer I'existence de réels p > 0 et A > 0 tel que, pour tout A € C et tout r > 0
(a) p
0O<r<p)et (|A\|>A) = (Vie[L,n]),VueliyAr)), A+ AB — pul, inversible.

(b) On note R(A, p) inverse de A + AB — ul, lorsqu’il existe et on fixe 0 < r < p.
Démontrer que pour tout j € [1,n], la formule
1

M, (\) = ——
" ( ) 2im Fj()"r)

R(\, p) dp.
définit une fonction holomorphe de 'ouvert Uy = {\ € C ;|A| > A} dans M, (C).

(c) Démontrer que, si en plus B est diagonalisable, chaque II;,(\) admet une limite dans
M,,(C) lorsque |A| tend vers l'infini, pour tout j € [1,n].

5. On consideére A et B deux matrices diagonalisables de M,,(C). On suppose que A + AB est
diagonalisable, pour tout A € C. Démontrer que A et B commutent.



