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Préliminaires

la. Cela va dépendre de a.
Si @ = 0 on peut écrire a« = A avec A = 0.
Si a # 0, ker B et ker « serait deux hyperplans de R™ 'un inclus dans
lautre donc égaux. Alors il existe A € R* tel que o = A\S.

1b. Considérons plutét (y1,72, .. .,7p) une famille libre maximale extraite de
(81,82, .-, PBr), quon compléte en une base (11,72, ...,7v.) de (R™)".
Pour chaque i € [1,r], B; est une combinaison linaires des formes

p P T
Y1572, ---,7p donc nker*yj C ker ;. Alors ﬂkerfyj C ﬂkerﬁi.

j=i j=1 i=1
Comme (71,72, . .,7p) est une sous-famille de (51, B2, - - - , Br) alors nous

aussi avons l'inclusion dans le sens inverse et ainsi
T

P
m kery; = ﬂkerﬂi C kera
j=1

i=1
Considérons maintenant la base anté-duale (ey,eq, - ,e,) de
(71: Y2y - 7771)’
n r

a= E aler)yr et comme epy1,€pya,...,en € ﬂ ker~; C ker a alors

k=1 j=1

a = E a(er)Vk-
k=1

a est une combinaison linéaire de 1,72, ...,7, donc de 31, B2,. .., B,

Premiere partie

2. La fonction ¢ —s |y(t)|* = (v(),~(t)) est constante de classe C' sur | — 1,1[,

sa dérivée t — 2{~(t),7'(t)) est donc nulle sur | — 1, 1][.

3. La famille (z,v/ |v|) est orthonormale, la fonction

1
vt —> cos(|v| t)x + Tol sin(|v| t)v

v
est bien définie de classe C! sur | — 1,1[ et vérifie bien v(0) = z, v/(0) = v et

[v(®)| = 1 pour tout ¢ €] —1,1].

. La fonction g : S"~! — R est continue et la sphére unité S™ ! est un compact

de R™, g est donc bornée et atteint ses bornes sur "1
Soit z un extrémum de g et soit h un vecteur non nul orthogonal a x.
D’aprés la question précédente, il existe une fonction v :] — 1, 1[— S™ ! de
classe C' et telle que v(0) = z et 4/(0) = h. La fonction g oy est de classe C*
et
vt €] = 1,1, (907)'(t) = dfy) (V' (1))
(Ne surtout pas écrire dg.(y), S™~1 n’est pas un ouvert de R™).
0 est un extrémum local de g o« sur l'ouvert | — 1, 1[, donc (g o) (0) =0 ce
qui donne en substituant 0 & ¢ dans la formule précédente
dfe(h) =0
ceci pour tout vecteur non nul h orthogonal a z. df, étant une forme linéaire
de R™ nous avons donc ker ¢ C ker df,, ol ¢ est la forme linéaire h — (z, h).
D’apres (1.), il existe A € R tel que df, = A\p, soit
Vh € R™, df.(h) = Xz, h).

N.B : Pour les éleves marocains, programme 2009, x est un extrémum de f
selon la contrainte |z|* = 1, la fonction = — |z ayant pour gradient en z le
vecteur 2z, il existe donc p € R tel que gradf (z) = 2uz, soit df,(h) = 2u(z, h)
pour tout h € R™.

C’est un fruit qui vous est défendu des que votre copie est destinée a passer

les frontiéres.

5. A € M, (R) symétrique. f : z — (z, Az), = € R".

5a. f est de classe C' comme composée des applications 2 — (z, Az) qui
est linéaire et du produit scalaire qui est bilinéaire.



Pour le calcul de la différentielle, mieux vaut ici utiliser la définition.
fl@+h) — f(x) = (x, Ah) + (h, Az) + (h, Ah) = 2(Az, h) + (Ah, h).
L’application h — 2(Az,h) est lindaire et (Ah,h) < [|A][|h]* donc
(Ah,h) = o(|h]). Alors
Vo € R",Vh € R", df,(h) = 2(Az, h)
5b. Soit z un extrémum de la restriction de f sur "1
D’apres (4.) il existe A € R tel que
Vh € R", df,(h) = 2(Axz, h) = Az, h)
Nous avons donc Az = 5:1: z est donc un vecteur propre de A.
N.B : Nous venons de démontrer que toute matrice carrée symétrique

réelle admet au moins une valeur propre réelle, étape essentielle dans la

démonstration du théoréme spectrale.

Deuxieme partie

6a. Archi-connu.
6b. Idem.
6c. Nous allons noter (A4, B) le produit scalaire Tr (*AB).

Une démarche similaire & celle suivie en (5.) permet de justifier que 1’ap-
plication ¢ : M +—— (M, M) est de classe C' et que
VM € M, (R),YH € M, (R), dg,,(H) =2(M,H) = 2Tr ("M H)

7. La linéarité du déterminant par rapport & la j*™¢ colonne permet d’écrire

det(M +tE;;) = det M + tA;;(M)
ou A;;(M) est le cofacteur du coefficient d’indice (i, j) de M.
La fonction ¢ — det(M +tE;;) est donc dérivable et sa dérivée est constante
de valeur A;;(M). Ce qui signifie que Papplication f admet une dérivée par-
tielle en M selon le coefficient a;; d’indice (4, j) de M et que

f

5o M) = Bij(M).
a;j
Les applications A;; sont des fonctions polynomiales des coefficients de M et

sont donc continues donc est continue. Alors f est de classe C! et

aaij
VH = (hyj) € Mo(R), dfar(H) = > hyyAy(M) =Tr (tzTZH)

1<e,5<n

8.

10.

SL,, (R) est I'image réciproque par I’application continue det du fermé {1} de
R, c’est donc un fermé.

g étant positive Pensemble I = {g(M)/M € SL,(R)} admet une borne
inférieure que nous allons noter ¢. En utilisant la caractérisation de la borne
inférieure on prouve 'existence d’une suite d’éléments (o, ), de I qui converge
vers 0. Considérons maintenant pour tout n € N un élément A,, de SL,,(R) tel
que g(An) = |4n]* = an.

La suite (| A,|*), est convergente donc (A, ), est bornée. D’apres le théoreme
de Bolzano-Weierstrass, elle admet au moins une suite extraite (A,n))n qui
converge. Posons A = lim A (). Par continuité de g, (g(Aq,(n)))n converge
vers g(A) et donc § = g(A). Comme SL,,(R) est un fermé alors A € SL,(R)
et donc § € I.

g admet donc un minimum absolue en A sur SL, (R).

Soit M € M,,(R). Considérons la fonction p : t — det(e'™),t € R,

p est de classe C' comme composée de fonctions de classe C! et

pPt) = dfom (ietM> = dfgtm (MetM)
= Tr(‘Com(e"™)Me'™) = Tr ("Com(e'™)e™ M)
= Tr(det(e™)M)
= det(e"™)Tr (M)

Ainsi p est une solution sur R de ’équation différentielle y' — Tr (M) y = 0. 1
existe donc A € R tel que : V& € R, p(t) = Ae!T"M),
Comme p(0) = det(e’) = det(I,,) = 1 alors A = 1. Pour ¢ = 1 nous obtenons
alors

det(eM) = ¢Tr(M),
M € SL,(R), H € M,(R) tel que dfps(H) =0et v :t+— MetMTH ¢ ¢
] —1,1].
Soit t €] — 1,1]
det (y(t)) = det M det (etM_lH)
el (H) — 1,

etTr(M’lH) etdet(M)Tr("MH)

donc v est & valeurs dans SL,, (R). 7 est de classe C! sur | — 1,1] et
’Y/(t) — M(Mle)ethlH _ HethlH
En particulier v(0) = M et 4'(0) = H.



11. 11a.

11b.

12. 12a.

12b.

En considérant la fonction g oy, v étant la fonction définie dans la ques-
tion précédente et qui vérifie
7(0) = M, 7/(0) = H et vt €] = 1,1, [7(t)] = 1
comme dans (4.), on démontre que si M est un extrémum de g alors il
existe A € R tel que
VH € My(R), dgn(H) = Adfa (H)
Il est alors trivial que si dfp(H) = 0 alors dga(H) = 0.
M € SLy,(R) donc ‘M = M~ et donc
VH € My(R), dfyy(H)=Tr (M~'H) = ("M~", H) et dga(H) =2(M,H)
La relation dgps = Adfys donne alors
VH € M, (R), ({M~' —2\M,H) =0

et donc M~! = 2AM. En appliquant le déterminant nous obtenons
(2\)" =1 et donc 2X = +1.
Ainsi "MM = +I,, mais "M M est une matrice symétrique positive,

ses valeurs propres sont donc positives et donc nous ne pouvons avoir
‘MM = —1I,.
Alors tMM = I,, ie que M est ume matrice orthogonale.

Maintenant, M étant orthogonale, ses vecteurs colonnes sont unitaires
n n

donc ¢(M) = ZZm% =n.

j=1i=1

Troisieme partie

L’application (X,Y) — XV, (X,Y) € M, (R)?, est bilinéaire et C; et
C5 sont de classe C' donc B est de classe C! et
Vt € R, B'(t) = C1(t)Ca(t) + C1(t) + C(t)
1 —
Pour tout t € R, D(t) = ————'C(¢
our tou (t) 3ot (C00) (t)
Les coeflicient de C(t) sont des fonctions polynomiales de ceux de C(t).

Ces derniers sont des fonctions de classe C' de ¢ donc aussi ceux de C(t)
et donc ¢t — 6@) est de classe C*.

L’application ¢ — det(C(t)) est la composée de la fonction de plusieurs
variable det et de C qui sont toutes les deux de classe C!. Elle est donc
de classe C' sur R. Elle ne s’annule pas sur R donc ¢t — 1/ det(C(t)) est

de classe C! sur R.

Ainsi D est de classe C' et en dérivant la relation C(#)D(t) selon le
résultat de la question précédente, nous obtenons
vVt € R, C'(t)D(t) + C(t)D'(t) soit D'(t) = —C(t)~C’(t)C(t) !
13. C1,C5 : R — M, (R) de classe C? telles que C1(0) = C2(0) = I,,.
13a. Soit a, 8 € R. Considérons I'application
At — exp (taCy(t) + tBC5(0)).
A est de classe C*, A(0) = I, et A'(0) = aC}(0) + BC4H(0)
13b. La fonction t — det(C1(t)) est continue sur R et vaut 1 en 0 donc il
existe €; > 0 tel que
Vit €] — €1, e1], det(Cy(t)) >
De méme, il existe €5 > 0 tel que
Vit €] — €2, €a], det(Ca(t)) >
Il suffit ensuite de prendre € = min(ey, €3).
13c. V(t,8) €] — e, €[?, L(s,t) = C1(s)Co(t)C1(s) " Co(t) .

Par bilinéarité, ’application L est bien de classe C? et pour tout (s,t) €
2

N~ N

] -6 6[

%(Syt) = C1(s)C3(t)C1(s) ™ Ca(t) ™ =Ca(5)Ca(t) Co(s) T Ca(t) 1Oy (8) Ca(t)
%(3,0) = C1(s)C%(0)C1(s) ™t — C4(0), et en particulier %—?(0,0) =0.

l\ggi[/ntenant 1 /0L oL 1

5o 0.0 = i & (526.0) - GE0.0)) = 1 ! (G101 - C400)) -

avec F(s) = C1(s)C5(0)Cy(s) .

E'(s) = C(5)C3(0)C1(s) ™" = Cu(5)C3(0)C1(s) O (s)Culs) ™

donc E'(0) = C1(0)C5(0) — C4(0)C1(0). Ainsi

0?L

0s0t

14. 14a. Pour tout (X, X') € GL,(R)?, et pour tout Y € M,,(R)
PXXNY)=XXYX "X 1=0(X)(X'YX ") = 0(X) o d(X)(Y)
donc ®(XX') = ®(X) o ®(X’). ® est bien un morphisme de groupes.
Maintenant, les coefficient de XY X ! sont des fonctions polynomiales

des coefficients de ceux de XY et X!, Ceux de X! sont des fonc-

tions rationnelles de ceux de X. Donc les coefficients de XY X ™! sont

(0,0) = C1(0)C5(0) — C5(0)C1(0)

des fonctions rationnelles de ceux de X et de Y.



14b. Soit X un élément non nul de M, (R). Pour tout réel ¢ voisin de 0, I,, +tX
GL,(R), puisque ce dernier est un ouvert.
Fixons ¥ € M, (R). La fonction définie au voisinage de 0, ¢
®(I, +tX) est de classe C' comme composée de fonctions de classe C*,
donc la fonction t — ®(I,, + tX)(Y) est de classe C'' car I’application
L e LM, (R)) — L(Y) est linéaire
En dérivant Iégalité ®(I,, + tX)(Y) = (I,, + tX)Y (I, +tX) "' via les

formules établies en (12b.) nous obtenons

A1, i) (X)(Y) = XY (I, +tX) ' — (I, +tX)Y (I, + tX) ' X(I,, +tX) 7!

et en particulier pour ¢t =0

A, (X)(Y)=XY -YX.

15. V un R-espace vectoriel de dimension finie, f : GL,(R) — GL(V') un mor-

phisme de groupes de classe C*.

15a. Soit X € GL,(R), pour tout H € M, (R) tel que X + H € GL,(R),
sachant que f est un morphisme de groupes

JX+H) = f(X) = fXO(fIn+ X7 H) = f(I))
= f(X)(dfr, (X7 H) +o(|H]))
= f(X)dfr, (X~ H) + o(|H])

L’application H +—— f(X)df;, (X 'H) est linéaire par linéarité de la
différentielle dfy, , donc

df « (H) = f(X)dfr, (X' H)
De méme, on obtient I'expression df, (H) = df;, (HX ') f(X) en écrivant
FX + H) = f(X) = (f(In + HX ™) = f(In)) f(X).

N.B : En fait il suffit que f soit différentiable en I, pour qu’elle
soit différentiable en tout élément de GL,(R), et méme de classe C*,
car dans ce cas pour tout H € M,(R) non nul lapplication X r—
f(X)dfr, (X 'H) va étre continue.

15b. On fixe X € M, (R) et on pose pour tout t € R, a(t) = f(e'*) et
b(t) = etdfr, (X)
La fonctions ¢t — X et t — 'Y (X) gont de classe C', de plus f

est de classe C* donc a et b sont de classe C! et nous avons pour tout ¢ € R

d(t) = df.ex (;em) = dfex (Xe'™) = dfy, (XM e™™) f(e) = df1, (X)a(t)

16.

Les solutions de ’équation linéaire autonome du 1°* ordre

' =dfr, (X)x
sont les fonctions de la forme  : ¢ — /Y (X) M ot M est un élément
quelconque de GL,(R).
1l existe donc M € GL,(R) tel que a(t) = /Y= )M = b(t) M.
b(0) = 1 (X = idy, (dfy, (X) € GL(V)) et a(0) = f(I,) = idy (f est
un morphisme de groupes) donc M = I, et donc a = b.

15¢. En considérant I’application det qui induit effectivement un morphisme de
groupes de GL,(R) dans R*, nous avons , d’aprés la question précédente,

pour tout X € M, (R)
Vt € R, det(e!X) = etddet)rn (X) — o#Tr(X)

Et en particulier det(e™) = ™),

15d. En reprenant le résultat du (15b.) avec @ au lieu de f nous avons
vVt € R, @(etx) = et ¥ (X) — gte(X)
et en particulier ¢(eX) = e#(X),
On fixe X,Y € M, (R) et on pose pour tout s,¢t € R
u(s,t) = e XY A(s 1) = e’SX%(s, t)
N.B: t
e Bizarrement I’énoncé parle de d(exp), sans qu’il soit nulle part question de
justifier que l'application exp est différentiable. Nous ferons de méme en ad-
mettant que exp est une fonction de classe C* sur M, (R) (ou L£(R"), c’est
selon ...).

e Considérons les écritures des deux dérivées partielles de u

%(S’t) = (X +Y)es X+, %(s,t) — sy s (XHY)

La premiere est tout a fait correcte, la deuxieme complétement hasardeuse.

La premiere repose en effet sur le résultat rappelé en début de 1’énoncé :

%(em) = Ae', si A € M, (R)

La deuxieme sur une extension erronée de ce résultat qui voudrait que

%(eC(t)) _ C/(t)eC?(t)

siC: I CR — M,(R) est une fonction de classe C*. Pour s’en convain-
cre, appliquer le théoreme de Schwarz a u en utilisant cette relation vous
donnera XY = Y X, les matrices X et Y étant quelconques dans M, (R)!
(ce que votre humble serviteur & commencé par faire dans un exces de zéle

avant de se rendre compte de son péché devant la grossiereté du résultat



obtenu).
Une facon correcte d’exprimer cette dérivée est de faire

9,60 — dexp) ().

16a. En admettant que la fonction exp est de classe C' sur M,,(R), la fonction
u est de classe C! sur R? et
u

a(svt) = d(exp)s(X+tY) (sY) = Sd(eXp)s(x-Hy) (Y)
d’ott A(1,0) = e~ Xd(exp), (V).

. . ) 0A ,
16b. Maintenant pour pouvoir calculer effectivement — sans dépasser la

s
différentielle premiere de exp, nous allons dériver v dans un sens qui nous

2., 2.,
arrange mieux, 995 2% lieu de — 5501 . Pour cela nous allons d’abords jus-
tifier que u est de classe C2.
+o p
Pour tout (s,t) € R? u(s,t) = Z — (X +tY)”
p!
p=0

P
On pose vp(s,t) = %(X + tY)P. Les fonctions v, sont de classe C? sur

R? et la série de fonctions Z v,(s,t) converge simplement vers u sur R?.

De plus pour tous p > 1
avp sp~L

(s, )—ﬁ(X—i—tY) et —(st 'ZX—i—tY)k Y(X +tY)P-
P
Pour les deux dérivées, en considérant une norme matricielle |.| dans
Mn(R) (J4B] < 141150
v El. -1
S| < gty (X vy

Soit r > 0 Pour tout (s,t) € R? tel que H s, 1) < r, en posant
K =max(|Y],|X]|+r|Y]) nous avons donc
vy, (rK)”’1 v (rK)p=1
—(s,t)| <K K—"—¢ p | < rK-———
gs )H\ (p—l)! SR

ov
Les séries de fonctions Z s P et Z Bt tp convergent donc normalement
s

sur tout compact de R2.

Ceci prouve que pour un s fixé, la fonction ¢ — u(s,t) est dérivable et
vice versa. Ou encore que u admet des dérivées partielles en tout point
de R?. Ces dérivées partielles ont pour expressions

NP LTI LT
25" s VT oY T o

La convergence normale sur tout compact des séries de fonctions E —=

0 19} 8
et Z ; P acheve de justifier qu’en fait les dérivées partielles a—u et 81;
s

sont continues sur R? et donc que u est de classe CL.

N . . ou ou .
On procede de méme pour montrer que les fonctions — et — sont a

Js ot

leurs tour de classe C! sur R? et ainsi que u est de classe C? sur R%.

Ensuite. Via le théoréme de Schwarz, pour tout (s,t) € R?

0A _ _ex Ou S 0%u

s (1) = X G e g )
_ 75X
= —XA(s,t)+e (,%as s, t)

= —XA(s,t)+ e*SX%((X + tY)es(XH))

= —XA(s,t) + e X (YGS(X+tY) + (X + tY)d(eXp)s(XthY) (SY)>
e XY eSXHY) _ X A(s,t) + e 75N (X + 1Y )es N A(s, t)

0A
Dou : 67(5’0) = e—sXyesX _ XA(SJE) + €_SXX68XA(S,t).
S
> P
Il est aisé de justifier que e*X X = XX = Z %X”H et donc que
p=0""

04 —(s,0) = e XYy esX

ds
et d’apres (15d.)
94 (0,0 = 0(e=)(¥) = e 0(¥) = ) 1)

vu que l'application ¢ est linéaire.

N.B : Un résultat simple mais utile, si Zun est une série convergente
a termes dans un evn de dimension finie E et f € L(E, F) alors la série

+oo
Z f(uy) est convergente et Z flun) = f (Z Un)
n=0

n=0
Par exemple : I application M +— X M est un endomorphisme de M, (R)
—+o0
. —9X (78)p p+1
donc : ZO TX .

16c. e *¢(X) = Z( ilid @(X)P et par linéarité de 'application ¥ : L €



16d.

L(R™) — L(Y) nous avons donc

dA . X (—s)P
g(s,O)ze (X (v) (=9)

p(X)P(Y)

La fonction s — A(s,0) est la primitive de s — (s,0) qui s’an-

0s
nule en 0 car %(0,0) = sdlexp), , (Y)|,_, = 0. La série de fonction
s

(—s)?
D

A(s,0) =

)P(Y) converge normalement sur tout compacte de R, donc

—+o0

X)P(Y)

En comparant I'expression de A(1,0) obtenue en (16a.) et celle qu'on

peut avoir & partir de (16¢.) nous avons

deap) XZ( )

N.B : Rappelons que ¢(X)(Y) = XY — Y X. Donc si Y commute avec
X alors ¢(X)P(Y) =0 pour tout p > 1 et donc
dlexp) (V) = XY =YeX
Ainsi, si C : T € R — M,,(R) est une fonction de classe C* telle que
C'(t)C(t) = C(t)C'(t) alors pour tout ¢t € I alors
() = dexp), (1) = C' (D)

A bon entendant.

Fin.
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