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CORRIGE DE LEXAMEN DE MATHEMATIQUES
M104 filiere PC

Questions de cours (5 points) :

1. Un ensemble G muni d’une loi de composition interne x : G X G — G est un groupe
lorsque :
— * est associative, i.e. Vo,y,2 € G,xx (y* 2) = (x xy) * 2;
— il existe un élément neutre e € G (e vérifie Vo € G, exx =x*xe =1);
— tout élément x € G admet un inverse (Vo € G,Jy € G, xxy =y x =e).

2. L’ensemble des permutation de {1,...,n} muni de la composition des applications est
un exemple de groupe.

3. Une application f : E — F est injective lorsque f(z1) = f(x2) = x1 = x2.
Pour une application linéaire, il y a équivalence entre

f injective < Kerf = {0}.

1 110
4. Soit A= 2 1 2 0
3130
1 !
(a) Le vecteur v} = | 1 | est I'image du vecteur 0
L 0
0
(b) Le vecteur vy = 8 appartient au noyau de A, car son image est le vecteur de R?
1

dont les composantes apparaissent dans la 4eme colonne de A, et ces composantes

sont toutes nulles.
1

(c) Le vecteur v3 = appartient au noyau de A, car les premiere et troisieme

-1
0

colonnes de la matrice A sont égales.

(d) La matrice A ne peut-etre inversible, car elle n’est pas carrée.

Probléeme Soit la matrice



1. (1 point) L’application linéaire f de R® dans R? dont la matrice dans la base canonique
B=1{i,j k} de R? est A est

f: R3 — R3
x 20 —y — 2
Y — y—4z
z —z
2. (1 point) On a
2—)X -1 —1
det (A— X)) = 0 1—A —4 =2-N1=XN(-1=1).

0 0 —-1-2X
Les racines du polynome obtenu sont A\ =2, A\ =1 et \3 = —1.

3. (2 points au total)

1
Pour \; = 2, le vecteur o7 = | 0 | vérifie A} = A\7;. (0,5 point)
0
Pour Ay =1, on a
1 -1 -1
A=XI=]10 0 -4 |,
0O 0 =2
1
ainsi le vecteur vh = | 1 | vérifie Ath = A\o¥s. (0,5 point)
0
Pour A3 = —1,
02 — 302 + 01
C3<—303+01 03<—03+202
3 —1 -1
0 2 -4 3 00
A — N3l 0 O 0 300 0 6 0
0 6 —12
I 1 0 0
1 1 1 3
0 1 1 ; L 0 3 6
00 3 0 0 3
3
Ainsi le vecteur U5 = | 6 | vérifie At = A\375. (1 point)
3

4. (1 point) Les vecteurs o, 7, U3 sont trois vecteurs propres associés a trois valeurs
propres dictinctes de I'endomorphisme de R? de matrice A dans la base canonique. Ils
forment donc une base de R3. On peut également calculer

=340

det (271, 172, 173) =

O O =

1
1
0

W W



donc les vecteurs ¥, s et U3 forment une base de R3. La matrice de f dans cette base
est
2 0 0
D= 01 0 .
00 —1
1 1 1
5. (2 points) On consideére la matrice P= | 0 1 2 |. L'inverse de P est
0 01
1 -1 1
Pl=10 1 =2
0 0 1

6. (2 points) Montrons par récurrence que pour tout entier n € N*, on a A® = PD"P~!,
— Initialisation : pour n = 1, on peut invoquer le fait que P est la matrice de passage
de la base B a la base B’ = {uy, v, %173}, donc on a la relation D = P7'AP qui
est équivalente (en multipliant & gauche par P et a droite par P~') a A = PDP~L.
On peut également effectuer le produit de matrice PDP~! et ainsi montrer que I'on
obtient bien A.
— Hérédité : supposons que pour un entier donné k, A* = PD*P~1. Alors

ARl = AFA = PDFP 1A

d’apres I'hypothese de récurrence. Comme nous avons déja montré que A = PDP™!,
on a
ARt = ppFpTtppp~t = PD*IDPT = pDF P!
oll on a utilisé que PP~! est égal a la matrice identité I et DI = D.
— La relation A" = PD"P~! étant satisfaite pour n = 1 et héréditaire, d’apres le
principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier n > 1.

7. (1 point) On a

2" 0 0
D" = 0 1 0
0 0 (=1
Ainsi pour tout n € N*
111 7m0 0 1 -1 1 o _gn 4] 9n 24 (—1)"
Ar={ 01 2 01 0 01 -2 ]=[o0 1 —2 4 2(—1)"
0 01 0 0 (=1 0 0 1 0 0 (=)™

Exercice 1
Le déterminant de la matrice des coefficients du systeme suivant :

r 4+ ay = 3a
ar + Yy = —3a
est
1 «a . 2
e 11= 1—a”.




~ (1 point) Pour a ¢ {1, —1}, le systeme admet une solution unique donnée par

3a a 1 3a
—3a 1 3a + 3a? a 3a 3a + 3a?
xr = = = =
1—a? 1—a?’ Y 1—a? 1—a?
3a+3a>
T 1—a?
“(3)-
Y 3a+3a>
1—a?
— (1 point) Pour a = 1, le systeme devient
r + vy = 3
r + y = =3
Ce systeme est impossible (n’admet pas de solutions).
— (1 point) Pour a = —1, le systéme devient
r -y = —3 o
{—x+y:—i—3<:>x y=-3

Ce systeme admet une infinité de solutions. L’ensemble des solutions est la droite affine de
R? d’équation y = = + 3.

Exercice 2 (2 points)

111 1
1. Soit la matrice B=| 1 1 1 |. Une base de ker B est donnée par v7; = | —1 | et
1 11 0
0
Uy = 1
-1

2. L’image de B, est de dimension 1, engendrée par le vecteur de R" dont toutes les
coordonnées sont égales a 1.



