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Algebre linéaire

Aucun document n’est autorisé : ni notes de cours, ni calculatrice, ni téléphone portable. La durée de
linterrogation est de 30 minutes.

Question de cours
a. Donner la définition du rang d’une application linéaire, et énoncer (précisément) le théoréme du
rang.

b. Soit f une application linéaire de R® dans R3. f peut-elle étre injective ? surjective ? bijective ?
Justifier vos réponses.

Exercices

Exercice 1. Soit I'application f : R3 — R* définie par

. r+y+=z

. rT+y+z

! Z | 2z—y+5z
2z +y+ 3z

a. Montrer que f est linéaire.

b. Donner la matrice A de f (dans les bases canoniques de R? et R?).

c. Déterminer une base et la dimension de Im(f). f est-elle surjective (justifier) ?
d. Déterminer une base et la dimension de ker(f). f est-elle injective (justifier) ?

3
. 3 T
e. Le vecteur a = 0 appartient-il a Im(f)?
4
2
f. Le vecteur b= | 1 | appartient-il & ker(f)?
1

Exercice 2. Résoudre, suivant les valeurs du parameétre a, le systéme

ax +2y =a+1
(a—1)z —ay =2a
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Correction de l'interro

Question de cours

a. (5 pts.) Soient n,p € N. Soit f une application linéaire de R” dans RP. On appelle rang de f I'entier
r = dim(Im(f)) la dimension de I'image de f.
Théoréme du rang : Soit f une application linéaire de R™ dans RP. Alors on a I’égalité

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = n.

b. (3 pts.) Une application linéaire de R® dans R? ne peut pas étre injective. En effet, si f est injective,
alors ker(f) = {0} et dim(Im(f)) = 0. Le théoréme du rang donne alors 1’égalité 0 + dim(Im(f)) = 5,
donc dim(Im(f)) = 5, mais comme Im(f) C R3, dim(Im(f)) < 3, ce qui est absurde, donc f ne peut
pas étre injective.

En revanche, f peut étre surjective, le théoréme du rang ne donne pas de contradiction. On dispose par
exemple de I'application f : R® — R? définie par f(v,w,z,y,2) = (z,y, z) qui est linéaire et surjective.
Enfin, f ne peut pas étre bijective car en particulier f n’est pas injective.

Exercices

Exercice 1.
a. (1 pt.) Calculs (utiliser la linéarité des espaces R3 et R* et la définition de f).

b. (1 pt.)

A= 1

1

NN~ =
W Ut = =

c. (2 pt.) En appliquant la “technique 2” du cours (pivot de Gauss sur les colonnes de A bordée en
bas par I3), on trouve par exemple la base

0
-3
-1

NN = =

de Im(f), qui est donc de dimension 2. f n’est donc pas surjective car d’aprés le cours, f est surjective
si et seulement si dim(Im(f)) = dim(R*) = 4.

d. (2 pt.) En appliquant la “technique 2” du cours (pivot de Gauss sur les colonnes de A bordée en
bas par I3), on trouve par exemple la base

-2
1
1

de ker(f), qui est donc de dimension 1. f n’est donc pas injective car d’aprés le cours, f est injective
si et seulement si ker(f) = {0}.



e. (1 pts.) Pour vérifier si le vecteur @ appartient & Im(f), il s’agit de trouver un vecteur¢= | y | €

R? tel que f(¢) = @. Cela revient a résoudre le systéme

r +y +z = 3
r 4y +z = 3
2z —y +5z = 0
2 4y +3z = 4
A T'aide du pivot de Gauss on trouve les relations
r=1-2z
y=z+2
1
et donc en prenant z = 0 (par exemple) on obtient ¢= | 2 |, donc @ € Im(f).
0

-,

f. (1 pts.) Non. Il suffit de calculer f(b) # 0

Exercice 2.
(4 pts.) Appliquons 'algorithme du pivot de Gauss a ce systéme. Supposons d’abord a # 0. On
obtient le systéme équivalent

ar +2y =a+1 I,
_a2+62la—2y _ azl;i-l Ly — a%lLl

On peut résoudre la derniére équation (puis la premiére) si a? + 2a — 2 ne s’annule pas, c’est & dire si
a # —1 + /3. Supposons donc que a # 0 et a # —1 £ /3. On obtient alors les solutions

<m_ a(a+5) a? +1 )

7a2+2a—2’y7_a2+2a—2

Si a = —1 4 /3, alors la derniére équation devient 0 = %‘\% # 0, il n’y a donc pas de solutions.

Enfin, si a = 0, le systéme de départ donne immédiatement y = % et x = 0.



