J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 11 : Théoreme de
Radon-Nikodym, fonction Béta

Exercice 1 cf M.E. Taylor, Measure Theory and Integration, graduate studies in mathema-
tics, vol. 76, AMS, 2001, pages 50-51.

Les ensembles Sy, := {z € Q,g(z) < 3 — 1} et Sy := {z € Q,g(z) > 2+ 7} sont introduits
pour montrer que les ensembles {z G Q,9(x) < 3} et {z € Q,g(z) > 2} sont de p-mesure
nulle (voir plus bas). En conséquence, la fonction g € L?(9Q, a) peut étre choisie telle que
% < g < 2. (On rappelle que L?(2, o) désigne I'ensemble des fonctions de carré-intégrables
définies modulo les ensembles de mesure nulle.) Cela implique que la fonction h définie dans
la question 3 est positive comme quotient de deux fonctions positives.

Pour montrer que pu ({x € Q,g(x) < %}) = 0, on peut utiliser par exemple la continuité de
la mesure : on a S1; C Sjo C S13 C -+ et Uens Sty = {z € Q,g(2) < %}, ainsi
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De méme, So1 C S99 C 523 C - et UleN*SQl = {x c Q,g > 2}, d’oﬁu({x S Q,g > 2}) = 0.
Pour montrer que 'on a I’égalité (1) du théoréeme pour toute fonction positive mesurable,
on utilise le fait que les fonctions essentiellement bornées appartiennent & L?(Q, o) (pour
une mesure finie on a en effet L=(Q, o) C L*(Q, a)), donc I'égalité
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de la question 2 est en particulier vérifiée pour toute fonction mesurable positive bornée. Soit
maintenant une fonction f mesurable positive (non nécessairement bornée). Le théoreme
de convergence monotone appliqué a la suite de fonctions f,, = f 1<, donne :
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On en déduit que 'égalité (1) du théoreme est vérifiée pour toute fonction F' de la forme
F = f(2g — 1), ou f € M™. Puisque (29 — 1) > 0, ensemble des fonctions F' de cette
forme est également M.

Exercice 2 1. On définit la fonction Béta par B(a,b) = fl 5771(1 — s)*~1ds, montrons
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En utilisant le changement de variable 1 —r? — s, on a

que
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2. Par le changement de variables t — t? et u — u? on a
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En utilisant le théoreme de Fubini et I'intégration en polaires on a
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Or, par le changement de variable r? — r,
2/ e pAath) =1 g / e "rtldr = T'(a 4 b);
0 0
et par le changement de variable u = cos? ¢,
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Les trois dernieres identités entrainent

INIE]
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(cos )2 (sin p)* " dyp = / w1 —u)"" du = B(a,b).
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I(a)['(b) = T'(a +b) - B(a,b).

3. On a:
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