J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 12 : Théoreme de Newton, Réarrangement a
symétrie sphérique

le 23 janvier 2007

Exercice 1 (Coordonnées sphériques dans R") Soit {2’ I'ouvert de R™ défini par
QO = {(7’,(91,...,9”,1) e R" | 0< ?",0 < (91,...,971,2 < 7T,O < 97171 < 2’/T}

Soit 'application S de €2’ dans R™ définie par

1 = rcosb,

To = rsin#; cos s,

Tp_o = rsinfysinby...cosb,_o

Tp_1 = rsinfysinby...sinf,_scosb,_;

Ty = rsin#;sinf,...sinf,_osinb,_1,
ou (x1,...,x,) sont les coordonnées cartésiennes de x € R™.

(a) Soit @ =R*"\{z € R" | z, =0 et z,_; > 0 }. Montrer que € est une partie ouverte de
R™ dont le complémentaire est de mesure nulle, et que S est un difféomorphisme de 2’
sur €.

(b) Soit f une fonction borélienne positive sur R™. Montrer que

Jon f(@)dz = [,(foS)(r,01,...,0,—1)r" tsin® 20, sin" 0. ..sinb,_odrdb; ...db,

= Jou(foS)(r,br,...,0,1)r" " drdo,

ou do est la mesure uniforme sur la sphere unité de R™.

(c) En utilisant les coordonnées sphériques, calculer le volume V, de la boule unité de R*
et laire Az de la sphere unité S? de R*.

Exercice 2 (Théoréme de Newton) Soit g une fonction sur R* et f : R* — R telle que
f(x) = g(|z|), out |z| désigne la norme de z dans R3.

(a) Montrer que pour r = |z|, on a

f( ) 1 T 9 +o0
/Rs |z — 9 dy = 7”/0 g(s)s d3+47T/T g(s)sds.

(b) Que peut-on en déduire pour une distribution de masse f(z) = g(|z|) lorsque g est a
support dans [0, R] 7

Exercice 3 Soit z € RY, d = 1,2 et r = |z|. On considere f : RY — R donnée par

f@)=h(r) =r*(1+r*)~"
(a) Calculer pour d = 1 le réarrangement a symétrie sphérique décroissant f* de f.
(b) Méme question pour d = 2.
(c) Calculer ||f]|3 pour d =1 puis d = 2.

Exercice 4 Soit f : RY — R la fonction donnée par f(z) = e ***%* o a € R. Calculer le
réarrangement a symétrie sphérique décroissant f* de f.



