J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 12 : Théoreme de Newton,
Réarrangement a symétrie sphérique

Exercice 1 (Coordonnées sphériques dans R") (a) Posons Q = R"\ {z € R" | z,, =
0et xz, 1 >0} Comme 0 < 6, 1 < 2w, I'image de Q' par S est incluse dans Q.
Réciproquement, soit z un élément de 2. Posons r = |z|, alors pour tout i € {1,...,n—
2}, on peut définir par récurrence 6; € (0,7) grace a son cosinus :

X

cosl; = — - )
rsinf;...sinf;_;

Quant a #,,_1, il est déterminé par son sinus et son cosinus. Comme x,, # 0 ou x,,_; < 0,
nécessairement 6,,_; # 0(modulo 27).

L’application S est continiment différentiable, car chacune de ses composantes 'est. La
matrice jacobienne a ses vecteurs colonnes orthogonaux, et de norme respectivement 1,
r,rsinfy, ..., rsinf;...sinf, o. Son déterminant vaut alors 7"~ ! (sin 01)"_2 ...sinf,_s.
Comme ce déterminant ne s’annule jamais, S est un difféomorphisme de Q' sur €.

(b) C’est la formule du changement de variable.
(c) On a:
V., = f fel 0f92 0f93 Or sin® 0, sin Oy drdf,d0d0s

(f() sin 91d91) (fo 81n02d92)

\
N

0
_ %2(f07r 1— cos26‘1 d&l) [_ CoS 92]7r
Az = f91 0f92 ofe _oSin 20, sin 05 df,dh,db
= 22
Exercice 2 (Théoréme de Newton) Soit g une fonction sur R* et f : R® — R telle que
f(x) = g(lz)).
(a) Posons
[ 2,
s |7 — Y
et r = |z|, s = |y|. Alors |x — y| = Vr2+s2—2rscosf ol 0 est Pangle entre 'axe
(Ox) et 'axe (Oy). On considére les coordonnées sphériques de centre O et d’axe (Ox)
suivantes :
Y17 = scosf
Yo = ssinfcosyp
ys = ssinfsing
On a
1 —/ / / 9() 5% sin @ dsdfde.
s =0 Jp=0 V1% + 82 — 2rscosf
On note que
sin 6 d

= ——\/7“2 + 52 — 2rscosf.
Vr2 +s2 —2rscosf  dOrs

Ainsi :

I = on [T [LViZ+s2— ZT’SCOSQngog(S)SQ ds
= 2 f+%O 1 <\/ r+s)2—\/(r— 3)2> g(s)s? ds.

Lorsque s < r, on a

(s —Vr=s) = (r+s)—(r—s) =25,



et lorsque s > r, il vient
(r+s)?2—vr—=s2=(r+s)—(s—r)=2r

On en déduit alors :

4 r +oo
=" g(s)s* ds + 47r/ g(s)sds.
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(b) Lorsque g est a support dans [0, R], le potentiel newtonien créé par la distribution de
masse f(y) = g(Jy|) en un point z € R3? tel que |z| > R, est identique au potentiel créé
par une masse totale égale concentrée a 1’origine.

Exercice 3 Soit z € RY, d = 1,2 et r = |z|. On considere f : R? — R donnée par
f@)=h(r) =r*1+r)~"

(a) La fonction h atteint son maximum en r = 1 et h(1) = ;. Pour un réel positif ¢ <
donné, on cherche a résoudre ¢t = h(r) = r*(1 + r?)~2 On obtient deux solutions

r, = (12t+\/ >

1
ro— (1lz2t _ VI-d
- = 2t 2t

1
4

Ainsi p(f > t) =Va (rY —r?). De plus, par définition, f* vérifie p (f* > ) = p(f > 1)
et 1 (f* >1t)=Vyrdourettsontliés par t = f*(r). Pourd =1, onadoncr =r, —r_
et t est donné par :

1-2t _ 9 (1-2t)2  1-—4¢

.2 2 _
re o= ri+r 2ror_ = S 1 2

14t

Il en découle que t = f*(r) = (4 +r?)~L.
(b) Pour d =2, on a

ce qui implique que

t=f*(r)=r"* (\/4 + 7t — 2) :
(c) Calculons ||f]|3 pour d = 1. On a

113 = 1 ||2
= 2f (4+r?)~2dr
= ilf (1—|—s) 2ds
- f]Rl—i_"/E‘ ) 2d$_167

ou la derniere égalité découle de 'exercice 2.3 de la série 11, car :

/R(1+ 22)2dz = 2\ B (z 2) 4F<F3(/32))2 :4<1/2F§!1/2))2 T

[\]

Pour d =2, on a

+o0
I£15 = / f(z)dr = / / V2 rdrd = 27T/ (1 4+r3)"tdr = Ej
r= 6=0 0 3

ol la derniere égalité découle de I'exercice 2.3 de la série 11, car :

/ (1 + ’%‘2>74 dr = 4VGB (4 - g, g + 1) = 4V6B (1,4),
R6

2



et

+00 +oo
/ (1+ |z)*)~*da :/ / (1+72)~4P drdJ:Ag,/ (1+7r2) " dr
R6 r=0 S5 0

d’ou :
& - ()T
et = B (L) = = 3 =
Exercice 4 Soit f : RY — R la fonction donnée par flx) = e—wz—&-az, oil @ € R. Par

translation, le réarrangement a symétrie sphérique décroissant f* de f est donné par

ffx)=eTe ™.



