J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 14 : Continuité des translations, Convolution,
Transformée de Fourier de |z|*™"

le 6 février 2007

Definition 1 Soit A € R"™. On définit I'opérateur de translation par h, noté 7,, agissant sur
une fonction f : R™ — R par 7, f(z) := f(xr — h), VzeR™

Théoréeme 1 Si f € LP(R") avec 1 < p < +o0, alors limy_o |7 f — fll, = 0, i.e. 7f tend
vers f dans LP(R™) lorsque h tend vers 0.

Théoréme 2 Soit {¢, }nen une suite de fonctions de R"™ dans R telles que :
(Z) f]Rn Spn = 1

(i) il existe une constante K > 0 telle que sup,cy [pn [onl(2) de < K

(11i) Pour tout € >0, on a lim,_; f”x”>a lon(x)| dz = 0.

Alors pour tout f € LP(R™), 1 < p < 400, lim, 4 |[n * f — fl|, = 0.

Exercice 1 Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme 1. Soit 1 < p < 400.

1. Montrer que si f est continue a support compact dans la boule B(0, M) centrée en 0 et
de rayon M, et si |h| < 1, alors

|f(z = h) = f(2)]" < Lpou+1)2° | f 1%
ou B(0, M + 1) est la boule centrée en 0 de rayon M + 1.
2. En déduire que pour f continue a support compact, on a

lim |17/ — fll, = 0.

3. Démontrer le théoreme pour une fonction quelconque dans LP(R"), 1 < p < +o0.
4. Que se passe-t-il pour p =00 ?

Exercice 2 Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme 2. Soit {¢;, }neny une suite
de fonctions vérifiant les hypotheses (i), (ii) et (iii) du théoréme 2, et soit 1 < p < +oc.

1. En notant ¢ 'exposant conjugué de p (% + % = 1), et en utilisant I'inégalité de Holder
pour la mesure dv(x) = |p,|(z) dx, montrer que

oux f = fIP(x) < (/R ol () dx)

2. En déduire que

q

</RV@—y%—ﬂwwwA@n@),

lens £ = FI5< K [ At = fZlenw)ldv

3. Soit 6 > 0, montrer que

g * f = fIb < K (Sup |7y f — fIIb + 2”Hf|!£/ ln(y)] dy) :
ly|<d ly|>d

4. En déduire le théoreme 2.



Exercice 3 Soit f une fonction dans C°(R") et 0 < a < n. Posons ¢, := 7~ */?I'(a/2). En
utilisant 1'identité

ca|k:|_°‘:/ e THPANT L g\,
0
montrer que
N \Y
co (IH25(0)) " (0) = rma [l =3l " ),

ou la notation hY désigne la transformée de Fourier inverse d’une fonction h donnée par

hY(z) := h(—z).



