J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 14 : Continuité des translations,
Convolution, Transformée de Fourier de |z|*™"

Definition 1 Soit h € R™. On définit 'opérateur de translation par h, noté 7,, agissant sur
une fonction f :R"™ — R par 7, f(x) := f(x — h), VreR"

Théoréme 1 Si f € LP(R") avec 1 < p < +o00, alors limy_o || f — fll, =0, i.e. 7f tend
vers f dans LP(R") lorsque h tend vers 0.

Théoréme 2 Soit {¢,}nen une suite de fonctions de R"™ dans R telles que :
(Z) fRn on =1

(i) il existe une constante K > 0 telle que sup,cy [z [onl(z) de < K

(iii) Pour tout € >0, on a lim,_, f”m”>E |on(z)| dz = 0.

Alors pour tout f € LP(R™), 1 < p < 400, lim,, 1 ||¢n * f — f]|, = 0.

Exercice 1 Soit 1 < p < +00.

1. Si f est continue a support compact dans la boule B(0, M) centrée en 0 et de rayon M,
et si |h| <1, alors

[fz=h) = f@)lP < (flz=m)+[f@)])" < @I lolsoarn)” = Lo 2L f .

ou B(0, M + 1) est la boule centrée en 0 de rayon M + 1.

2. Pour f continue, on a lim,_o|f(x — h) — f(z)| = 0. Puisque la fonction g(z) =
2°|| f112 Lp(o.n+1) () appartient & L'(R™), le théoréme de convergence dominée permet
d’intervertir limite et intégrale, et il vient :

tim I = fl = limy [ 170 =h) = @) do = [ i |fa 1) = fa)P d = 0.

n h—0

3. Soit f une fonction quelconque dans LP(R"), 1 < p < +oo. Par densité des fonctions
continues a support compact dans LP(R™), pour tout € > 0, il existe f. continue a
support compact telle que ||f — fol|, < 5. Ainsi :

I7nf — fllo |70 (f = fo) = (f = fo) + 7nfe = fello
170 (f = fllp + I1f = fellp + [l fe = fellp
21f = fellp + lImnfe = fellp

= %5 + ||Thfa - feHP‘

[Nl

Puisque f. est continue a support compact, d’apres la question précédente, il existe
d > 0 tel que pour |h| <6, [[Tnfe — fell, < 5. Ainsi, pour |h| <6, on a [|7nf — f|, <e.
En d’autre termes lim,_¢ ||7,f — f]|, = 0.

4. Pour p = 00, les fonctions continues a support compact ne sont pas denses dans L (R")
ce qui fait que la démonstration précédente ne peut pas s’appliquer dans ce cas. De plus,
on vérifie que, pour f = lpg(1) et h # 0, on a

170 f = flloo = 1.

Alors que pour A = 0, on a |7, f — f||oc = 0. On peut également vérifier que limy, .o ||7,.f —
flloo = 0'si et seulement si la fonction f possede un représentant uniformément continu.

Exercice 2 Soit {y,}nen une suite de fonctions vérifiant les hypotheses (i), (ii) et (iii) du
théoreme 2, et soit 1 < p < +o0.



1. En notant g I'exposant conjugué de p (= += =1), on a

=

lon s f = fIP(x) = | [ou @ —1)enly) dy — f(2) [gn on(y) dyl?
< (Jan (@ —y) = F@)leny)| dy)”.

En utilisant I'inégalité de Holder pour la mesure dv(z) = |¢,|(x) dz, on a

P
P

on s f=f1P(@) S (fu 19d0()) " (o 1z = y) = F@)P dv(y))
< (Jyo leal @) dy) * (Joo 1F (2 — ) = F(2)Plionl () dy)
< Ko (fau If(z —y) = f(2)Pleonl(y) dy) .

2. On en déduit que

lon s f = £l

IN

K% Jen (fyes L = 9) = F@)Ploal(y) dy)

D’apres le théoreme de Tonelli :

lon * f = fIIB K’ [rern (Loern [F (@ —y) — f(2) P dz) |a|(y) dy
K [on lmyf — flIElon(y)] dy.

IAIA

3. Soit 6 > 0, on a

lons S =l < K5 (fiyeslmd = Sl dy + fiyog i = fIElea(n)] dy)

bl <o 17 = FI8 Sy lon @) dy + [ Il + 17 1) [ ()] dy)
K supyzs 7S = S+ QU Sy lon(v) dy)

K supyyics 17 f = FI8+ 2212 s la()] dy)

VAN VAR VAN

4. Soit € > 0. Par continuité des translations dans LP(R™) (cf I'exercice précédent), il existe
un 0 > 0 tel que
K (8+1)
i< =lnf-fg<i e

D’apres 'hypothese (iii), il existe un N € N tel que pour n > N, on a

P

K q
lon(W)|dy < ———— «.
/w Ny < 7

Ainsi pour tout n > N,
lon x f = fII} <e,

Le. limy,io |lon * f— fll, = 0.

Exercice 3 cf Lieb and Loss page 123.



