J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solutions de la séance d’exercices 1 : Intégrale de Riemann

Rappel :

Soient f une fonction bornée et 0 = {ap = a < a1 < -+ < a, =
b} une subdivision de [a,b]. On note : my; = inf{f(z), x €lar_1,ar[} et
M. = sup{f(x), z €lay_1,ar[}. On appelle somme de Riemann inférieure
relativement a o la quantité : S := > ey my (ak — ag—1) . De méme, la
somme supérieure de Riemann de f relativement a o est égale a S; =
> ey My, (ap — ax—1) . La somme inférieure de Riemann de f est définie par :
Sy = sup,S}. La somme supérieure de Riemann de f est définie par :
§f = inf, g;.

Définition 1 Une fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b] si S; = Sy
L’intégrale de f sur [a,b] est alors définie par : f;f(x) de =Sy =5y

Théoreme 1 Une fonction f bornée est intégrable au sens de Riemann sur
[a,b] si et seulement si pour tout € > 0, il existe une subdivision o de [a, b]
telle que

- ;

1 Propriétés de l’intégrale de Riemann

Exercice 1 1. Soit ¢ > 0 donné. Puisque f est Riemann-intégrable sur
la, b], il existe une subdivision o1 = {apy = a < a1 < -+ < a, = b}
de [a,b] telle que E? < 8% + 5. Puisque g est Riemann-intégrable sur
[a,b], il existe une subdivision oy = {by = a < by < --- < b, = b} de
la, b] telle que §32 < 57 + 5. On note o1 U oy = {eco=a<c <<
c—1 < ¢g = b} la subdivision de [a, b] obtenue en ordonnant I’ensemble
{ag, ..., an, by, ...,b,} par ordre croissant, puis en identifiant les points
qui apparaissent plusieurs fois (on obtient une subdivision de [a,b] en
q intervalles avec maz{n,p} < ¢ < n + p). Puisque o1 U 0y est une
subdivision plus fine que o1, on a :

§;1U02 < gil ot ﬁ;l < E?UGQ . (1)
De méme,
SZ1U02 S S;z ot ﬁgg S §31U02' (2)

De plus, sur un intervalle |c;_1, ¢x[ donné, on a :

sup{ f(z) + g(z), € |ex-1, ckl} < sup{f(z),  €]cp-1, e[}
+sup{g(x), = € Jeg-1, ck[}-



De meéme :

inf{f(z) + g(z), x €lcp_1,ck|} > inf{f(x), z €|er_1, cx[}
+inf{g(x), x €lcr_1, cx[}.

On en déduit que :

Sty < S7T A5 3
et
§?1U02 —l_ §;1U02 S ﬁ;’:_UgO'Q (4)

En utilisant les inégalités (1), (2), (3) et (4), il vient alors :

—0'1U0'2

Qo1 Q92 o o o1Uo
Sf+g SSf +Sg §§f1—|—§92+8§§fi92—|—8.
D’apres le théoreme 1, on en déduit que f + g est Riemann-intégrable sur

[a, b]. De plus, de I'inégalité

o o o1Uo
ST + 872 < 8707,

on déduit que
o o o1Uo
up (87 + 57) < swp S7

01,02
Or
b b
sup (ﬁ;l —|—§g2) = sup %' +sup g = / f(z)dz —|—/ g(x)dx
01,02 01 g2 a a
et
b
o1Uo o
sup 870 = sup 87, = [ (£(a) + g(a)) do
01,02 g a
Ainsi

/abf(:l?)der/abg(x)dazg/ab(f(x)+g(x)) dr.

De meéme, 'inégalité
—O'1UO'2

Sreg = E? - EZQ
implique f; (f(z) +g(x)) do < f;f(x) dx + fabg(a:) dz. En conclusion,
JP (@) + g(2) de = [ f(x) de + [} g(x) da.

.- Pour A =01l n’y a rien a démontrer.
- Si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et A > 0, alors pour tout subdivi-
siono ={ag=a<---<a,=">0}dela,b],ona:

inf{\f(x), x €lag_1,ar[ } = AMinf{f(x), v €]ag_1,ax][}
sup{Af(z), ¥ € |ay—1,ax[ } = Asup{f (), ¥ € |ay—1, ax}.
Par conséquent, STy = AS% et g(;f = )E;_ On en déduit que

b
sup S5, = Asup S} = )\/ f(x)de = )\ing; = igfgif.
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En conclusion, \f est Riemann-intégrable et fab A(x)dz =\ f; f(z)dw.
- Si f est Riemann-intégrable sur [a, b] et A < 0, alors pour tout subdivi-
siono ={ag=a< -+ <a,=">b}delab],ona:

inf{\f(z), x €lag_1,ar[} = Asup{f(x), x €lag_1,ar|}
sup{\f(x), x €lag_1,ar[ } = Ainf{f(x), x €]ag_1, ar|}.

Par conséquent, S5, = )\E; et gif = AS}. On en déduit que
b
sup S5, = )\infg(; = )\/ f(z)dx = Asup S = infgif.

En conclusion, Af est Riemann-intégrable et fab AM(z)de =\ ff f(z)du.
. Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] telles que,
pour tout t € [a,b], f(t) < g(t). Soit 0 = {ay =a < --- < a, = b} une
subdivision de [a, b]. Alors

inf{f(x), v €lag_1,axr[ } <inf{g(x), x €lar_1, ar| }.
Il en découle que

sup 7 < sup S,

c’est-a-dire f; f(z)de < f;g(x) dx.

. Soit { fi }ien une suite de fonctions Riemann-intégrables, qui converge uni-
formément vers f sur [a,b]. Soit € > 0 donné. Il existe N > 0 tel que
Vi > N, supy,y | fi(t)—f(t)| < e. En particulier, fi(t)—e < f(t) < fi(t)+e.
Pour un tel i, on en déduit que pour toute subdivision 0 = {ayg = a <
.- < a, ="0b},ona

sup f < sup fi+e et inf f> inf f,—¢

Jar—1,ax] lar—1,ax Jak—1,ax] Jak -1,k

En particulier :

sup f— inf f < sup f;— inf fi+ 2e.

Ja—1,ax] Jak—1,ak] Jak_1,a1] |
Il en découle que :
57— 587 < 5% — 5% +2¢(b - a).

Comme f; est Riemann-intégrable, d’apres le théoreme 1, il existe une
subdivision ¢ de [a, b] telle que S;i — 8% <e. On en déduit que

Si—85<e(1+2(b—a)),

ce qui implique que f est Riemann-intégrable.



2  Quelles sont les fonctions Riemann-intégrables ?

Exercice 2 Soit f une fonction croissante [a,b]. Pour montrer que f est
Riemann-intégrable, il suffit de trouver, pour tout € > 0 donné, une sub-
division de [a, b] telle que E; — 8} <e Soito={ap=a<---<a,=0b}la
subdivision réguliere de [a, b], de pas (b’Ta) On a

inf f=f(ag-1) et sup f= f(ap)

]ak—lﬁak[ ]ak_l,ak[

Ainsi :
n

5787 = > (@ — ar1) (flar) — flar-1))

k=1
b—a) —
= () X ) - )
k=1
b—a
- (1) v - s,
n
Pour n assez grand, la subdivision réguliere de [a, b] satisfait E; — 8% < e,
D’autre part, si g est décroissante, f = —g est croissante, donc ¢ est Riemann-
intégrable par I’exercice 1.1 avec A = —1.

Exercice 3 Une fonction f continue sur [a, b] est uniformément continue sur
la, b]. En particulier, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que

ool < (220) = Uft) - £ <=

a
n

Soit ¢ = {ay = a < --- < a, = b} la subdivision réguliere de [a,b], de pas

(b_Ta) On a:

sup f— inf f <2e.

]ak_l,ak[ ]akflyak:[

—0 o b—a -
Sf_—ff( 0 )225:([7—0,)25,
k=1

ce qui permet de conclure grace au théoreme 1 que f est Riemann-intégrable
sur [a, b].

I1 vient alors :

Exercice 4 1. Considérons la fonction f :[0,1] — R définie par :

1 si 2€Q
f(x)_{O sio x e R\Q °
Pour toute subdivision ¢ de [a,b], on a :
Sf =1 et _; = U.

On en déduit que 1 = sup, E; # inf, S} = 0, ce qui implique que f n’est
pas Riemann-intégrable sur [0, 1].
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2. Considérons la fonction ¢ :]0,1] — R définie par :

q
0 si zeR\Q

Pour toute subdivision o de [a,b], on a :

Sy =0.

1 §i =2 avecp et q premiers entre eux
g9(x) = !

Pour tout € > 0 donné, la fonction g prend des valeurs supérieures a € en
un nombre fini de points seulement (les points %, avec % > ¢). Notons z;,
i =1,...,p ces points ordonnés par ordre (strictement) croissant. On a
p < 6% Notons également ¢ le minimum de la distance entre deux de ces
points. Considérons la subdivision o = {ay = a < --- < ag, = b} définie

par ag_; = z; —min(2,&%) pour k =1,...,p, ag = z; + min(%, 3) pour

3
k=1,...,p—1, et ay = b. Alors :

=0 J 1
S, <&+ pmin <—,53) <e+ —e® < 2.
3 g2
On en conclut que g est Riemann-intégrable sur [0, 1].

Exercice 5 (facultatif) cf André Gramain, Intégration, p 7. Une copie vous
sera distribuée.

3 Peut-on intervertir limite et intégrale ?

Exercice 6 Pour tout n € N, on définit f,, : [0,1] — R par : f,(x) = ne ™",
Pour tout = €]0,1], on a lim,,_,; fn(x) = lim, 1o ne™™ = 0. On en déduit
que la suite de fonctions f,, converge ponctuellement (ou simplement) vers la
fonction identiquement nulle f = 0. On a fab f(x) dx = 0 mais

/b fn(x) dv =1—e™",

et lim,,_, 4 f; fu(z)dr = 1. La suite (f,)ncr ne converge pas uniformément
vers f sur |0, 1], car pour tout € > 0, et pour tout n € N, on a :

sup | fu(z) = f2)] > e

jo,—1 log(%) [
4 Applications

Exercice 7 Soit f :[a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann.
Considérons la subdivision réguliere 0 = {ap = a < --- < a,, = b} de [a,b].
On a: ak:a+kl’_7a et my, §f(a—|—k:b_7“) < M. On en déduit :

- b—a) < b—a —o
NE R
k=1
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d’ou il découle que :

n

k
a) lim — Z tan o= log(cos 1) b) LMy joo Y oy o =

S () =
k=1

Exercice 8 1.

7fm+bwﬂw=]fw+bfxa+b@ﬂx
= _7>f(t)dt = —7f(t)dt = 7f(t)dt
¢(a) b ¢

ot ¢ : [a,b] — [a,b], p(x) = a+ b — z est une fonction de classe C*.
2. a)

I::/ T sinx dxz/(W—x)sin(ﬂ—x)dx:/(W—aj)sinxdx
1+ cos?x 1 + cos?(m — x) 1+ cos?x

0 0 0

™

i
:w/—mm do — T
14 cos?x

0

I = E/ MWLy = _E/ (cosa) dr = —= L
2] 1+ cos?zx 2] 1+ cos?x 2 1+ ¢2
0 0 ©(0)

3

T 1 T 1 2
= —— dt = — dt = —.
et =5 =

1 -1

olt  : [0,71] — [~1,1], p(z) = cosz est une fonction de classe C.



b)
/4 /4

J = /log(l + tgx)dr = /log (1 + tg(% — x)) dx
0
/4 m/4

1 —tgx 2 7
/ og( * 1+tgx) v / 08 <1+tgx> v 4 ©8 /
0 0

d’ou la valeur de I'intégrale est J = Zlog2.




