J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 2 : Intégrales généralisées et
théorie de la mesure

Rappel :

Definition 1 Soit f : (a,b) — R une fonction Riemann-intégrable sur tout segment [a, 3] C
(a, b) (on admet les cas o a = —o0 et/ou b = 400). Supposons que la fonction F(a, 3) =

f 6 x) dx posséde une limite I lorsque @ — a et § — b. On dit alors que l'intégrale généralisée

ou impropre fa f(z)dx est convergente et que I est la valeur de cette intégrale.

Proposition 1 (Condition de Cauchy) Soit f : [a, +0o[— R une fonction Riemann-intégrable
sur tout segment [a, z|, x > a. Pour que l'intégrale impropre fa+°O f(x) dx soit convergente, il

faut et il suffit que I'intégrale f;/ f(t) dt tende vers 0 lorsque = et 2’ tendent vers +oo.

Théoréme 1 Soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, b]. Posons pour tout x € [a, b],
= [ f(t)dt. Alors F est continue sur [a, b]. De plus, si f est continue en un point z de
[a,b], alors F' est dérivable en z et F'(z) = f(x).

Definition 2 Etant donné une fonction réelle g sur [a, b], on appelle primitive de g sur [a, b]
une fonction G' : [a,b] — R telle que G est dérivable en tout point = € [a,b] et G'(z) = g(z).
Une fonction Riemann-intégrable f sur [a,b] n’admet pas nécessairement de primitive, mais
si f est continue sur [a, b], le théoreme 1 assure que F(x f f(t) dt est une primitive de f.

Théoréme 2 Soient A un espace métrique, a et b deux nombres réels tels que a < b, et
f :la,b] x A — R une application continue. Alors la fonction F' : A — R définie par

F(\) = fff(t, A) dt est continue.

Théoréme 3 Soient A un ouvert de R, a et b deux nombres réels tels que a < b, et f
[a, b] X A —> R une application continue. On suppose que la fonction f possede une dérivée
partlelle (t A) par rapport a la deuxieme Varlable qui soit une fonction continue sur [a, b] X A.

Alors la fonction F' : A — R définie par F(\) = fa f(t,\)dt est de classe C! et sa dérivée
vaut F'(\) = [7 2 (¢, )) dt.

Théoréme 4 Soit F), est une suite de fonctions de classe C*, & > 1, qui converge uni-
formément vers F. Supposons que, pour tout 1 < j < k, la suite des ;"¢ dérivées FY

converge uniformément vers une fonction g;. Alors F est de classe C* et la dérivée j™° de F
vaut FU) = gj-

1 Intégrales généralisées

Exercice 1 1. Pour n € N, on pose :
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Pour n > 0, on a s +1) < 4, donc
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Or |sint| = (=1)"sint sur [n7, (n 4 1)x]. Ainsi

(n+1)m
sint|dt = (—=1)" [—cost (n D = 2.
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Il en découle que w +1) < u, et
o0 sint] - 2= 1
dt = Uy > —

est divergente.

. Deuzieme formule de la moyenne. D’apres 'énoncé, F' est une primitive de f et est
positive et décroissante. Puisque la fonction g admet des primitives, la fonction G(y) :=
f Y g(x) dz est la primitive de g s’annulant en a. D’apres le théoréme des valeurs in-
termedlalres, pour montrer qu’il existe y € [a, b] tel que :

[ Pty = r [ o

il suffit de montrer que

b
F(a) min G(y) < / F(z)g(z)dx < F(a) max G(y).

yEla,b] y€la,b]

Par intégration par parties, on obtient :

/ F(x)g(z)dx = F(b)G(b) —/ f(2)G(z) dx

Comme f est négative sur [a,b], on a :

mmGy/ —f(z dx<—/f dx<maxGy/ —f(z

yEla,b] y€la,b]
& min G(y) (Fla) - / f@)6(@) e < max GO) (F(a) - F(0).

On en déduit ’encadrement suivant :

F(b) (G(b) — min G(y >> + F(a) min G(y) < / Fl)g(x) dz

y€la,b] y€la,b

< F(b) (G(b) — max G(y ))> + F(a) max G(y).

y€[a,b] y€la,b]

Les inégalités G(b) — minyep) G(y) > 0 et G(b) — maxyecy G(y) < 0 et la positivité
de F' permettent de conclure.

. D’aprés le critere de Cauchy (Prop. 1), pour montrer que f0+oo st dt est convergente, il

suffit de montrer que fxx/ St dt tend vers 0 lorsque z et 2’ tendent vers +o00. D’apres la
formule de la moyenne appliquée a F'(t) = % et g(t) = sint, il vient :

¥ sint 1 [
/ sint gy _ / sint dt

pour un certain y € [a, b]. On en déduit que
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Ainsi limg o/ 4 oo fj WLt =0et [ > ML dt est convergente.
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4. a) Posons pour t > 0, U(t) = & ( )=U'(t) =

et

— (Mt +1) < 0. Ainsi U est
positive et décroissante sur |0, +o0o [ D’apres la deuxiéme formule de la moyenne, pour
0 <x<y,il vient :

/:f(t, A dt‘ _

pour un certain ¥’ € [z, y]. On en déduit que
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b) On remarque que, pour tout x > 0, la fonction ¢ — f(t, \) est continue sur [0, z], donc
Riemann-intégrable sur cet intervalle. D’apres le critere de Cauchy et la question 4.a),
les intégrales généralisées fOJrOO f(t, \) dt sont convergentes. Soit F'(\) = 0+°O f(t, ) dt.

Pour montrer que les intégrales généralisées f0+°° f(t, A) dt convergent uniformément en
A > 0, il faut montrer que pour tout € > 0, il existe xg > 0 tel que pour tout = > xg et
pour tout A > 0,

’F(A)—/wf(t,)\)dt‘ <.

Or, d’apres la question 4.a)
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Ainsi pour xo > %, on a l'inégalité désirée, et ce indépendamment de la valeur de .
Posons F,( fo f(t, A) dt. D’apres ce qui précede,

sup [F(\) - Fu(V)] <

A€[0,+o00[

S

i.e. I, converge uniformément vers F' sur [0, +00[. Comme les fonction F}, sont continues,
il en découle que F' est continue. On peut aussi revenir a la définition de continuité :
pour montrer que la fonction A — F(\) est continue en un point Ay € [0, 4o00[, il faut
montrer que pour tout € > 0, il existe un voisinage de Ay tel que |F(A) — F(X\)| < &
pour tout A dans ce voisinage. Soit € > 0 fixé, et posons x. = g. On a:
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Pour conclure, il suffit de trouver un voisinage de g tel que | [;* (f(t, A) — f(t, Ao) dt| <
£ pour tout A dans ce voisinage. L’existence d’un tel voisinage est guaranti par la
continuité de la fonction A — foma f(t, A) dt donnée par le théoreme 2. On peut également
déterminer I'existence de ce voisinage a la main de la fagon suivante :

/0 TN — (M) dt\ < / TN — Ft)] dt
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ou l'on a utiliser I'inégalité |sint| < |t|. On a :

_ Ot ( _ Q=M (AO*)\)t)‘
e 2 e 2 —e 2

< 92sinh (W) < 2sinh (W)

car la fonction sinh est croissante. Ainsi le voisinage de ¢ déterminé par |A — A\g| <

oM _ engt‘

&

. . .
sargsinh <36) convient.

¢)Pour z € [0, 4+00[ et A €]0, +00[, posons
F(z,\) = / Ft,\) dt.
0

D’apres le théoréme 3, la fonction F est dérivable par rapport a la deuxiéme variable et

sa dérivée partielle vaut : .
oF T of

Lorsque & — 400, F(x,)\) tend vers F()). D’aprés la question 4.b) cette convergence

est uniforme pour A > 0. D’autre part, lorsque x tend vers +oo, %(w,)\) tend vers

F'(A) = — 0+°O e Msintdt. On peut montrer comme dans la question 4.b) que cette
convergence est uniforme pour A > 0 (attention il faut exclure A = 0 ici). Il en
découle que limy,_g w = F'(\) (écrivez l'argument! On pourra soit utiliser
le théoreme 4, soit le montrer a la main...).

d) Soit x > 0. On a :
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On en déduit que
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F'(A\) = lim — “Msintdt = )
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e) De la question précédente, il découle que
F(\) = —arctan A + C,

ou C est une constante réelle. Montrons que F'()) tend vers 0 lorsque A tend vers +o0.
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ou on a utiliser que |sint| < ¢ et la question 4.b). Ainsi

l—e 0 ¢
FHY < —+ -
PO < T
Comme limy o = 0, il existe A\g > 0 tel que pour tout A > Ag, 1’€;M0 < s
On en déduit que pour A > A, |F(A)] < e, cest-a-dire limy_ ;o F(A) = 0. Alors
C = limy ., arctan A = 7. Ainsi
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2 Théorie de la mesure
Exercice 2 cf Proposition 5.1. du polycopié de Marc Troyanov.

Exercice 3 Découle directement des définitions.



