J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solutions de la séance d’exercices 3 : Théoreme de Carathéodory,
Calcul d’aire et de volume

1 Théoreme de Carathéodory

Exercice 1 1. a) cf cours. b) clair. ¢) Soit {A;}ien un suite quelconque d’ensembles m,-
mesurables. On pose By = ), By = A; et B; = U/Z1 A;, pour j > 2. Soit Q un sous-
ensemble de 2. Montrons par récurrence que 'assertion (Py) suivante est vérifiée pour
tout k > 1 :

(Pr) m.(Q) =m*(QﬂBi+1)+zm*(QﬂB§ﬁAj)-

j=1
— Pour k = 1, (P;) dit simplement que m,(Q) = m.(Q N AJ) + m.(Q N A;). Ceci est
une conséquence de la m,-mesurabilité de A; et de fait que

m.(Q) < m(Q N AS) +m.(QN Ay)

(on applique la o-sous-additivité de m, a C; = Q N AS, Cy = QN Ay et C; = () pour
i>3.)

— Montrons que (Py) = (Pit1) :
Puisque Ay, est m,-mesurable, on a :

m(Q N By yy) = ma(Q N By NAL,) +mu(QN By N Agia).
Or By, NAf. | = (Byy1 U Apqr)° = Bi,. Ainsi
m.(Q N Biyy) = ma(Q N Biyo) + ma(Q N Biyy N Apsa). (1)

Supposons que 'assertion (Py) est vérifiée, alors

k
m.(Q) =m.(QNBi )+ Y m(QnBiNA),
j=1
et d’apres (1)

k
m.(Q) = mQN Biyp) +mQN Biyy N A1)+ m(QNBjNA))

j=1
k+1

= m.(QN B, + Zm*(Q N BjNA;),

j=1

qui n’est autre que (Pgy1).

— En conclusion, comme (P;) est vrai et (Py) = (Pr+1), il en découle que I'assertion
(Py) est vraie pour tout k > 1.
d) Comme By C A,onaQNDBp ; DN A®et, par monotonicité de m,,

m(Q N Biy) = m.(Q N A°).

La condition (P) entraine alors que pour tout & :

k

m.(Q) > m.(Q N A°) + > m.(QN BN A).

J=1



Donc, en faisant tendre k vers 400 :

m.(Q) > m.(Q N A°) + > m.(QN BN A,).

j=1

e) Ona:QNA=Z(QNBfNA;) et par o-sous-additivité de m, :

m(QNA) +m.(QNA) = m(QnN A +m, (G(Q N BN Aj>

Jj=1

< ml(QNAY) + im*(Q N BjNAj)

j=1
< ma(Q).
On en conclut que A = U372, A; est m,-mesurable.

2. a) cf cours. b) Soit {A;}ien une suite d’éléments m,-mesurables, deux a deux disjoints.
Choisissons () = A = U352, A;, alors QNA® = 0 et QNBjNA; = Aj pour tout j. D’apres
la question 1.d),

m.(Q) = Zm*(Aj)-

D’apres la o-sous-additivité de my, il vient :
o
j=1

3. Soit E un ensemble m,-mesurable tel que m,(E) = 0 et B un sous-ensemble de E.
Comme @ N B¢ C @, on a par monotonicité de m, l'inégalité m.(Q N B°) < m.(Q).
Comme Q N B C E, on a aussi m,(Q N B) = 0. On en déduit que

m.(Q) > m.(Q N B°) +m,.(Q N B).
Ainsi B est m,-mesurable et m est complete.

Exercice 2 Il est clair que m,(0) = 0 et que si A C B C R, alors m,(A) < m,(B), il faut
donc uniquement démontrer que m, est o-sous-additive.

Soit {A,}nen € P(R), fixons € > 0 et notons A = J A,,. Par définition de I'infimum,

n=1

o0
pour tout n € N, on peut trouver une suite {(al', b")} telle que A, C | (a?,bl") et

1771

i=1

o0

S0 - ) < ma(Ay) + o

2n
i=1

17

Comme A C J(al",b}), on a

ma(A) < D00 —a) < D0 D0 —af) < Do (ma(A) + ) = Doma(A) +e.

n=1 i=1

oo
On a donc la o-sous-additivité m.(A) < > m.(A,) puisque ¢ est arbitraire.
n=1



Exercice 3 a) Il est clair que m.(0) = 0 et que m, est monotone.
Soit maintenant {A;}ien C P(€2). Si parmi les A; il existe au moins un ensemble A; non
vide, on a

m*(U A) =1=m,(4;) < Zm*(Ai).

Si tous les A; sont vides, alors | J A; = 0, et donc

m*(UA,.) =0= Zm*(Ai).

Ainsi m, est o-sous-aditive et par consequent m, est une mesure extérieure.

b) Les seuls ensembles mesurables sont () et €, puisque si A € P() est tel que A # ()
et A # Q, alors, pour tout @ € P(€) non vide et non inclus dans A, on a ANQ # 0 et
AN Q # 0, et donc

m*(AmQHm*(ACﬂQ)=1+1=2#m*<@)={ 0.

c¢) 1l est clair que I'ensemble des parties m,-mesurables de Q, M,,., = {0),Q}, est une
o-algebre.
Il est facile de voir aussi que

/L = m*|Mm*7 M((ZD = 07 /’L(Q> = 17

est une mesure sur (€2, M,,, ).

2 Aire de S,,_; et Volume de B,

Exercice 4 1. Soit I = fj;o e dx. On a :

12:/ e~ @) dady.
R2

L’application @ : R* x]0,2r[— R?\ {(z,0),z > 0} définie par :
O(r,0) = (rcos, rsinb)

est un C!-difféomorphisme. De plus

/ o~ (@ +?) dady = / o (@7 +%) dady
R2 R2\{(z,0),2>0}

car 'ensemble {(x,0),z > 0} est négligeable. On en déduit que :

+oo

+oo 27 ) _6_r2
[2:/ / e " rdrdf =27 = .
r=0 6=0 2

0

Ainsi I = [T e~ do = /7.
2. Calcul de Uaire de la sphére unité de R™. Soit S,—1 = {(z1,...,2,) € R", Y7 27 =1}
la sphere unité de R™. On note A4, _; son aire. D’apres la question précédente, on a :

Sy g2 n
/ e~ Xi=1% dgy . dx, = T3,
n



D’autre part, puisque aire de la sphere de rayon r dans R™ vaut 7" 1 A,_1, il vient :

“+o0
— g2 —r2, n—
/ e~ =% dyy L de, = A,y e " dr,
n
0

En posant le changement de variable z = 72, on obtient :
/ e~ X% dyy L dr, = 5./4”_1 e “x2 du,
n 0

d’ou :

3. Calcul du volume de la boule unité de R"™. Soit B, = {(x1,...,x,) € R*, Y 27 <1}
la boule fermée de rayon 1 dans R™. On note V,, son volume. On a :

1 n 1
Y, = / P TA, i dr = A, {T—} A”*.
0 n

0 n

On en déduit que :

23
V, = —
nl' (3)
Ce qui se réduit a : :
T2
V, =
e

en utilisant 'identité : I'(s + 1) = sI'(s).
4. Application : L’aire de la sphere de rayon R dans R? vaut

27
R=—<-R=21R
Al e
qui est bien le périmetre du cercle de rayon R dans le plan.
L’aire de la sphere de rayon R dans R3 vaut

3
AR = 2 g 2IVT o g2

ORI

qui est bien l'aire de la sphere S2.

Le volume de la boule de rayon R dans R vaut

o3 2
VWR=—"R= VT R~ 9R,
I'(3) VT

qui est bien la longueur du segment [—R, R].

Le volume de la boule de rayon R dans R? vaut

27

2 _ _p2
2F(1)R = TR,

VoR? =

qui est bien I'aire du disque de rayon R.
Le volume de la boule de rayon R dans R? vaut
3 _ 4

= éR —mR3.

3
ViR 5 3



Exercice 5 1. On a
1
V, = / dxl...dxn:/ dxl/ dzs ... dx,
Bn -1 2?:2 xfﬁl—a}%
n—1

1
= Vn_l/ ( 1—x%) dz,
-1

Posons 1 = cos @, pour 6 € [0, 7. Alors \/1 — 2% = |sinf| = sinf et dz; = —sinf db.

On a donc .
V,=—V,1 /(Sin NH"do =V, 1 /(Sin N"do =1, - V,_1.
T 0
2. On a
I, = /(Siﬂ@)”d@ = /(sin@)”_1 sin @ df =
0 0

™

= [~ cosf(sin 0)”’1]3 +(n—1) /(sin 0)""% (cos0)? df =

0

™

= (n—1) /(Sin 0)" (1 — (sin#)?) df = (n — 1)(I—o — I,,).

Donc I,, = "T_l -d_a .

— _ _m _ 4 __ 37 __ 16 __ 1567 _ 32
3. OD&I()—TF, 11—2.DOHC_[2—§7 13—3, I4——, I5_E’ IG—E, I7—%

Comme V; = 2 on trouve :
4m 2 g2 3 16

m m
Vz—ﬂ-? V3_?7 V4_77 VS—_, V6—E, V7—ﬁﬂ'.

1
1

4. Onay, = / / r"drdo = = A,_,, doun A,_, =nV,. Doncon a
n

0 Sn—l

8 16
A= 2m, Ay mdm, Ay =2, A= o, Ay =, Mg = 1o



