J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 4 : Fonctions mesurables, Intégrale de Lebesgue

le 14 novembre 2006

Exercice 1 Montrer les égalités ensemblistes suivantes :

ﬂa——b—i—l[ et (a,b):U[a—i—%,b—l]

n

Exercice 2 Soit (£2, %, 1) un espace mesuré et f : 2 — R une fonction (3-B(R))-mesurable.
Montrer que la troncature f4 de f définie par :

—A si f(r)<—A

falx) =4 f(x) si [f(z)] <A
A si f(z)> A

est (X-B(R))-mesurable.

Exercice 3 Soit Q2 =N, ¥ = P(N) et u la mesure de comptage sur N définie par :
Y
keE

ou E € ¥. Soit f : N — R une fonction positive ou nulle. Montrer que f est (X-B(R))-

mesurable et que :
/Q fdp=>" f(n)
n=1

Exercice 4 Soit (€2, X)) un espace mesurable. On dit que ¢ : 2 — R est une fonction simple
ou étagée si ¢ est mesurable et ne prend qu’'un nombre fini de valeurs, i.e. si ¢ s’écrit :

SO - Z cj]lEj7
jeJ

ou J est un ensemble fini, les ensembles E; sont mesurables et ol, pour @ # 7, ¢; # ¢; et
E;NE; = 0. Soit ¢ une fonction simple positive. On rappelle que I'intégrale de ¢ par rapport
a une mesure j est définie par :

[ odu= [ ns.)

ou S,(t) = {zr € Q, p(x) > t}.
1. Montrer que
/ pdu =" c;u(E)).
Q jed
2. Montrer que pour toute fonction réelle mesurable positive, f € M (€, Y), il existe une
suite {p, tnen de fonctions simples positives telle que :
(a) 0 < pu(x) < ppi1(x) pour tout z € Q) et pour tout n € N;
(b) limy,— 100 @n(z) = f(x) pour tout = € Q.



Exercice 5 Soit (€2, %, ;1) un espace mesuré et f € M*(Q, %) (i.e f est une fonction réelle
mesurable positive). Pour tout F € ¥, on pose :

A(E)Z/Efdﬂz/ﬂlmfdu-

Monter que A définit une mesure sur (2, X).

Exercice 6 Soit f : R™ — R™ la fonction définie par

f(@) = o] P jaj<1y (2).
Calculer l'intégrale de f par rapport a la mesure de Lebesgue de R™ de deux manieres
différentes :
(i) En utilisant les coordonnées polaires et les méthodes standard de calcul d’intégrales ;

(ii) En calculant la mesure des ensembles S¢(a) = {z € Q, f(x) > a} et la définition de
I'intégrale de Lebesgue.



