
J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d’hiver

Solution de la séance d’exercices 4 : Fonctions mesurables,
Intégrale de Lebesgue

Exercice 1 (a) Montrons que [a, b] =
⋂∞

n=1]a−
1
n
, b + 1

n
[.

– Pour tout n ∈ N, on a [a, b] ⊂ ]a− 1
n
, b + 1

n
[. Donc [a, b] ⊂

⋂∞
n=1]a−

1
n
, b + 1

n
[.

– Soit x ∈
⋂∞

n=1]a−
1
n
, b + 1

n
[. Alors pour tout n ∈ N, on a :

a− 1

n
< x < b +

1

n
.

Ainsi

lim
n→+∞

(a− 1

n
) ≤ x ≤ lim

n→+∞
(b +

1

n
),

c’est-à-dire x ∈ [a, b]. Donc
⋂∞

n=1]a−
1
n
, b + 1

n
[⊂ [a, b] et on a démontré l’égalité entre

ces deux ensembles.

(b) Montrons que (a, b) =
⋃∞

n=1[a + 1
n
, b− 1

n
].

– Pour tout n ∈ N, on a [a + 1
n
, b− 1

n
] ⊂ (a, b), donc

⋃∞
n=1[a + 1

n
, b− 1

n
] ⊂ (a, b).

– Soit x ∈
⋃∞

n=1[a + 1
n
, b − 1

n
]. Alors il existe n ∈ N tel que x ∈ [a + 1

n
, b − 1

n
]. Ainsi

x ∈ (a, b) et
⋃∞

n=1[a + 1
n
, b− 1

n
] ⊂ (a, b), d’où l’égalité de ces deux ensembles.

Exercice 2 Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré et f : Ω → R une fonction (Σ-B(R))-mesurable.
Montrons que la troncature fA de f définie par :

fA(x) =

 −A si f(x) < −A
f(x) si |f(x)| ≤ A
A si f(x) > A

est mesurable. Notons

E1 := {x ∈ Ω | f(x) < −A} = f−1 (]−∞,−A)) ,
E2 := {x ∈ Ω | |f(x)| ≤ A} = f−1 ([−A, A]) ,
E3 := {x ∈ Ω | f(x) > A} = f−1 ((A, +∞[) .

Comme ]−∞,−A), [−A, A], (A, +∞[ appartiennent à la tribu borélienne et f est (Σ-B(R))-
mesurable, les ensembles E1, E2, et E3 appartiennent à Σ. Alors fA = f ·11E2−A ·11E1 +A ·11E3

est mesurable comme somme de produits de fonctions mesurables.

Exercice 3 Soit Ω = N, Σ = P(N) et µ la mesure de comptage sur N définie par :

µ(E) = ]E =
∑
k∈E

1,

où E ∈ Σ. Soit f : N → R une fonction positive ou nulle. Pour tout borélien E, f−1(E)
appartient à P(N), donc f est (Σ-B(R))-mesurable. Par définition de l’intégrale,∫

Ω

fdµ =

∫ ∞

0

µ (Sf (t)) dt,

où Sf (t) = {n ∈ Σ, f(n) > t}. Pour tout y ∈ [0, +∞[, posons Ay := {n ∈ N, f(n) = y}.
Alors

Sf (t) = ∪y>tAy

où l’union est disjointe et où Ay est vide sauf pour un ensemble dénombrable {yi}i∈N de
valeurs de y. Par σ-additivité de la mesure µ,

µ (Sf (t)) = µ (∪yi>tAyi
) =

∑
yi>t

µ (Ayi
) =

∑
yi>t

µ ({f = yi}) .
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Ainsi : ∫
Ω

fdµ =

∫ ∞

0

∑
yi>t

µ ({f = yi}) dt =
∞∑
i=0

∫
0≤t<yi

µ ({f = yi}) dt

=
∞∑
i=0

yi · µ ({f = yi}) =
∞∑
i=0

yi · ]{n ∈ N, f(n) = yi} =
∞∑

n=0

f(n).

Exercice 4 Soit ϕ une fonction simple positive :

ϕ =
∑
j∈J

cj11Ej
,

où J est un ensemble fini, les ensembles Ej sont mesurables et où, pour i 6= j, ci 6= cj et
Ei ∩ Ej = ∅.

1. On a ∫
Ω

ϕ dµ =

∫ ∞

0

µ (Sϕ(t)) dt,

où Sϕ(t) = {x ∈ Ω, ϕ(x) > t} = ∪cj>tEj et où µ (Sϕ(t)) =
∑

cj>t µ (Ej). Ainsi∫
Ω

ϕ dµ =

∫ ∞

0

∑
cj>t

µ (Ej) dt =
∑
j∈J

∫ cj

0

µ (Ej) dt =
∑
j∈J

cjµ(Ej).

2. Pour tout n ∈ N, posons

Ek,n := {x ∈ Ω, k 2−n ≤ f(x) < (k + 1)2−n} pour k = 0, . . . , n 2n − 1,

En,n := {x ∈ Ω, f(x) ≥ n} pour k = n 2n.

Puisque f est mesurable, les ensembles Ek,n appartiennent à Σ. Pour tout n ∈ N fixé,
les ensembles Ek,n, 0 ≤ k ≤ n2n − 1 sont deux à deux disjoints et ∪kEk,n = Ω. Posons

ϕn =
n2−n−1∑

k=0

k 2−n11Ek,n
.

Alors ϕn est une fonction simple positive vérifiant ϕn ≤ f . En outre 0 ≤ ϕn(x) ≤ ϕn+1(x)
pour tout x ∈ Ω et pour tout n ∈ N. De plus, limn→+∞ ϕn(x) = f(x) pour tout x ∈ Ω.

Exercice 5 Soit (Ω, Σ, µ) un espace mesuré et f ∈M+(Ω, Σ). Pour tout E ∈ Σ, on pose :

λ(E) =

∫
E

f dµ =

∫
Ω

11A · f dµ.

Montrons que λ définit une mesure sur (Ω, Σ).
1ère méthode : On montre d’abord que l’affirmation est vraie pour les fonctions simples.
D’après l’exercice 4, toute fonction f ∈ M+(Ω, Σ) s’écrit f = supn∈N ϕn, où les ϕn sont des
fonctions simples. Puisque le supremum d’une famille quelconque de mesure est une mesure,
on conclut que λ est une mesure.
2de méthode : On a clairement λ(∅) = 0. Il suffit donc de vérifier la σ-additivité de λ. Soit
{Ei}i∈N ⊂ Σ une suite d’éléments deux à deux disjoints. On a

λ

(
∞⋃
i=1

Ei

)
=

∫
S∞

i=1 Ei

f dµ =

∫
Ω

11S∞
i=1 Ei

f dµ

=

∫
Ω

(
∞∑
i=1

11Ei

)
f dµ =

∫
Ω

∞∑
i=1

(11Ei
f) dµ

=
∞∑
i=1

∫
Ω

(11Ei
f) dµ =

∞∑
i=1

∫
Ei

f dµ

=
∞∑
i=1

λ(Ei).
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Exercice 6 Soit f : Rn → R+ la fonction définie par

f(x) = |x|−p11{|x|<1}(x).

(i) On a :∫
Rn

f(x) dx =

∫
Rn

|x|−p11{|x|<1}(x) dx =

∫
|x|<1

|x|−p dx =

∫ 1

r=0

∫
σ∈Sn−1

rn−p−1drdσ

=
2π

n
2

Γ
(

n
2

) ∫ 1

0

rn−p−1 dr.

Pour n ≤ p, il vient ∫
Rn

f(x) dx = +∞.

Pour p < n, il vient∫
Rn

f(x) dx =
2π

n
2

Γ
(

n
2

) [ rn−p

(n− p)

]1

0

=
2π

n
2

(n− p)Γ
(

n
2

)
(ii) Pour a ∈ [0, +∞[,

Sf (a) = {x ∈ Rn, |x|−p11|x|<1 > a} = {x ∈ Rn, |x|−p > a} ∩ B(0, 1),

où B(0, 1) est la boule de centre 0 et de rayon 1. Ainsi

Sf (a) = {x ∈ Rn, a−
1
p > |x|} ∩ B(0, 1).

On en déduit que Sf (a) = B(0, 1) si a−
1
p > 1, i.e. si a < 1 et que Sf (a) est égale à la

boule B(0, a−
1
p ) de centre 0 et de rayon a−

1
p lorsque a ≥ 1. Il vient alors :∫

Rn

f(x) dx =

∫ +∞

0

µ (Sf (a)) da =

∫ 1

0

µ (B(0, 1)) da +

∫ +∞

1

µ
(
B(0, a−

1
p )
)

da

=
π

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) +

π
n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) ∫ +∞

1

a−
n
p da.

Si p ≥ n, on obtient
∫

Rn f(x) dx = +∞ et pour p < n, on a :

∫
Rn

f(x) dx =
π

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) +

π
n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) [ a−

n
p
+1

−n
p

+ 1

]+∞

1

=
π

n
2

Γ
(

n
2

+ 1
) (1 +

p

n− p

)
=

2π
n
2

(n− p)Γ
(

n
2

) .
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