J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 4 : Fonctions mesurables,
Intégrale de Lebesgue

Exercice 1 (a) Montrons que [a,b] = (), Ja — £,b+ %[.
— Pour tout n € N, on a [a,b] Cla— X, b+ n[ Donc [a,b] C Moy]a— L, b+ 1.
~ Soit x € ("4]a — +,b+ ~[. Alors pour tout n € N, on a :

1 1
a——<zx<b+—.
n n

Ainsi ) )
lim (a——)<z< lim (b+ —),

n—+o0 n n—+00 n
c’est-a-dire = € [a,b]. Donc ()72 ]a — L,b+ L[C [a,b] et on a démontré I'égalité entre
ces deux ensembles.
(b) Montrons que (a,b) =~ [a+ 2,b— 1.
— Pour tout n € N, on a [a + £ b——] C (a,b), donc Uy~ [a+ L,b— 1] C (a,b).
- Soit z € Uy la+ £,b— —] Alors il existe n € N tel que = € [a + ,b — £]. Ainsi
z € (a,b) et U7 [a ++,b— 1] C (a,b), don I'égalité de ces deux ensembles

Exercice 2 Soit (€2, %, p) un espace mesuré et f : 2 — R une fonction (X-B(R))-mesurable.
Montrons que la troncature f, de f définie par :

—A st f(z) < —A
fa(@)=q flz) st [f(z)| <A
A si f(x) > A

est mesurable. Notons

E1 :{IEQ|f($)<_A}:f71(}_OO7_A))7
Ey:={z e Q|[f(x)]| < A} = [~ (-4, 4)),
Ey:={xeQ| f(z)> A} = f1((A +o0)).

Comme | — o0, —A), [-A, 4], (A, +oo[ appartiennent a la tribu borélienne et f est (X-B(R))-
mesurable, les ensembles £y, Es, et E5 appartiennent a 3. Alors f4 = f-1p, —A-1p +A-1g,
est mesurable comme somme de produits de fonctions mesurables.

Exercice 3 Soit Q@ =N, ¥ = P(N) et u la mesure de comptage sur N définie par :
={E=3) 1

ot F € 3. Soit f : N — R une fonction positive ou nulle. Pour tout borélien E, f~!(E)
appartient & P(N), donc f est (3-B(R))-mesurable. Par définition de I'intégrale,

[ tan= [ s a

ou S¢(t) = {n € X, f(n) > t}. Pour tout y € [0, +o0|, posons A4, := {n € N, f(n) = y}.
Alors
Sf( ) >tA

ou l'union est disjointe et ot A, est vide sauf pour un ensemble dénombrable {y;}ien de
valeurs de y. Par o-additivité de la mesure g,

1 (Sr(t) = p (Uy>eAy,) Z 1 (Ay,) Z n({f =vi})

yi>t y;i >t

1



Ainsi :

| sau - / ST u({f = uid) dt = Z/O w({f = u}) dt

yi >t

= Zyz {f=w}) Zyz tH{neN, f(n) =y} = Zf
Exercice 4 Soit ¢ une fonction simple positive :

Y = ch]lEj7

jed
ou J est un ensemble fini, les ensembles E; sont mesurables et ol, pour @ # 7, ¢; # ¢; et
1. On a

/Qsodu = /Ooou (S, (1)) dt,

ou S,(t) = {z € Q,p(x) >t} = Ue,se By et ot p(Sp(t)) = D2, o, p (Ej). Alnsi

/sodu /Zu ) dt = Z/ t= cu(k).

>t jeJ
2. Pour tout n € N, posons
Ein = {2zeQ, k27" < f(z)<(k+1)27"} pour k=0,...,n2" —1,
E.n = {2z€Q, f(r) >n} pour k=n2".

Puisque f est mesurable, les ensembles Ej,, appartiennent a . Pour tout n € N fixé,
les ensembles Ej,, 0 < k < n2" — 1 sont deux a deux disjoints et U E}, , = €. Posons

n2-"—1

> k2 Mg,
k=0

Alors ¢, est une fonction simple positive vérifiant ¢, < f. Enoutre 0 < ¢, () < ¢n41(2)
pour tout = € Q et pour tout n € N. De plus, lim,, ., p,(z) = f(z) pour tout = € Q.

Exercice 5 Soit (2, %, 1) un espace mesuré et f € M*(Q,X). Pour tout E € ¥, on pose :

/fdu /QlA-fdu.

Montrons que A définit une mesure sur (2, X).

1¢ méthode : On montre d’abord que l’afﬁrmation est vraie pour les fonctions simples.
D’apres l'exercice 4, toute fonction f € MT(Q,X) s’écrit f = sup,,cy @n, OU les ¢, sont des
fonctions simples. Puisque le supremum d’une famille quelconque de mesure est une mesure,
on conclut que \ est une mesure.

29¢ méthode : On a clairement A(()) = 0. Il suffit donc de vérifier la o-additivité de A. Soit
{E;}ien C X une suite d’éléments deux a deux disjoints. On a

A(GE> B /uoo Efd“:/ﬂlurlafdu
=1 1B
— A(ilg)fd/ﬁ:/ﬂi(]l&f)d

= i/ﬂ(hif)du:i/@fdﬂ
S



Exercice 6 Soit f : R™ — R™ la fonction définie par
f(@) = |2y (2)-

(i) On a:

1
T ey e
Rn» R |z|<1 r=0JoeS,_1

— QWE /lr”_p_ldr.
r'(5) Jo

Pour n < p, il vient

Pour p < n, il vient

(ii) Pour a € [0, +o0],
Stla) = {x € R, |2| P11 > a} = {z € R",|z|? > a} N B(0,1),

ou B(0,1) est la boule de centre 0 et de rayon 1. Ainsi
Si(a) = {z € R",a"» > |z} N B(0,1).

On en déduit que S¢(a) = B(0,1) si A > 1, ie sia < 1etque Sp(a) est égale a la

boule B(0, a_%) de centre 0 et de rayon a v lorsque a > 1. 11 vient alors :

. flz)dx = /O+Oou(5f(a)) da = /OIM(B(O,l)) da+/1+oou (B(O,a_%)> da

n +o00
s / a”"r da.
rz+1) 4

Si p > n, on obtient [, f(z)dx = 400 et pour p < n, on a :

n +00
a vt

—;-i-l

Jla)de = T(z11) T(2+1) 1

Rn

- F(;il) (Hnl—)p) :%'



