J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 5 : Théoréeme de convergence monotone,
dominée et Lemme de Fatou

le 21 novembre 2006

Exercice 1 1. Soit {g, }nen une suite dans M™ (€, 33). Montrer que
+oo “+oo
Gn | dp = / Gn At

[ S =

et —1

2. Montrer que

ol I est la fonction d’Euler et ot ((s) = > n~*. (On pourra considérer les fonctions
gn(x) = 25 1e ™ 1 1oo).)

Exercice 2 Soit Q = R, ¥ = B(R) et x la mesure de Lebesgue sur R. Si on pose f, = Ly,
n € N, alors la suite { f,, }ren est monotone croissante vers f = 1jg ;). Bien que les fonctions
fn soient uniformément bornées par 1 et que les intégrales des f,, sont finies, on a :

/Qfd,u——i-oo.

Est-ce que le théoreme de convergence monotone s’applique dans ce cas?

Exercice 3 Soit 2 = R, ¥ = B(R) et p la mesure de Lebesgue sur R. Si on pose f, =
%]l[n7+oo), n € N, alors la suite {f,},en est monotone décroissante et converge uniformément
vers 0, mais

0= /fd,u #* lim/fnd,u = +o00.
Q Q
Est-ce que cela contredit le théoreme de convergence monotone ?

Exercice 4 Soit f,, = %1[0,71}, n € N, et f = 0. Montrer que f,, converge uniformément vers

f, mais que
/fdu # lim/fndu
Q Q

Est-ce que cela contredit le théoreme de convergence monotone ?

Exercice 5 Soit Q2 = R, ¥ = B(R) et p la mesure de Lebesgue sur R. Soit f, = lll[ovn],

- n

n € N, et f =0. Montrer que f,, converge uniformément vers f sur R mais que

lim inf / fondp < / fdu.
n—+00 Jo Q
Est-ce que cela contredit le lemme de Fatou?
Exercice 6 Soit f € M*(Q,X) tel que [, fdu < +oo. Montrer que
p{x € Q, f(z) = +o0} =0.

On pourra considérer les fonctions f, = nlyf>p).



Exercice 7 Soit (€2, %, ) un espace mesuré avec p(§2) < 4oo. Soit {f,}nen une suite de
fonctions mesurables convergeant presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose
qu’il existe une constante C' > 0 telle que |f,,| < C pour tout n > 1. Montrer que

lim /fnd,u:/fdu.
n—-+00 Q Q

Exercice 8 Soit f € L}(R). Que vaut la limite

lim [ f(x)cos™(mz)d\(x) ?

n—oo R

Exercice 9 On rappelle qu'une fonction f : Q — R est dite intégrable si f, := max{f,0}
et f = max{—f,0} vérifient [, fidp < +ooet [,f-du < +oo. On note L1(Q, 3, p)
I'ensemble des fonctions réelles intégrables. Pour f € £}(£2, 3, 1), on pose

/Qfduzfﬂhdu—/ﬂf-du-

fe s p) < |f] € LD, p)

/Qfdu‘ < /Q|f|du- 1)

(b) Montrer que si f est mesurable, g intégrable et |f| < |g|, alors f est intégrable et

[t < [ loian

(c¢) On rappelle qu'une fonction f : Q — C est dite intégrable si la partie réelle Ref et la
partie imaginaire Imf de f sont intégrables. On pose alors

/QfdMZ/QRefdqui/QImfd,u.

Montrer que 'inégalité (1) est vérifiée.

(a) Montrer I’équivalence




