J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 5 : Théoréeme de convergence
monotone, dominée et Lemme de Fatou

Exercice 1 1. Soit {g,}nen une suite dans M* (2, ). Alors fr = 3.°_, g, est une suite
croissante de M1 (£, 3). D’apres le théoreme de convergence monotone
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2. Posons g,(z) = 2° 'e ™ 1)y 1o0). Les g, appartiennent & M*(Q, ¥) pour tout n € N.
D’apres la question précédente,
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Or d’une part,
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n® Jo ns
donc

> /Q UEDY %F(s) — ((s)T(s).

D’autre part,
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d’ou I’égalité cherchée.

Exercice 2 Oui, le théoreme de convergence monotone ne dit pas que l'intégrale de f est

finie. On a bien
+00 = /Qfdﬂ = nggloo/ﬂfn dp= lim n.

Exercice 3 Non, le théoreme de convergence monotone ne s’applique pas a une suite décroissante
de fonctions positives.

Exercice 4 Non, la suite de fonctions n’est pas méme monotone.
Exercice 5 En effet, pour tout € > 0, il existe N, = E] + 1 tel que Vn > N,

sup [ fu(2) — f(x)| <e,
zeR
i.e. f, converge uniformément vers f sur R. On a :

"1
lim inf /fnduzlim inf —/ —dp = —1.
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D’autre part fQ fdup = 0. Le lemme de Fatou ne s’applique pas car les fonctions f, ne sont
pas a valeurs dans [0, +o0].



Exercice 6 On a
p(f =+00) = p(Nuen{f > n}).

Puisque les ensembles A,, := {f > n} vérifient A; D Ay D As. .., par continuité de la mesure,
on a:
p(f=+o0)= lim u(f=n).

Or, comme [ est a valeurs positives, les fonctions f,, définies par f, = nlys>,) vérifient
fn < f. Ainsi

/fndu—/nl{fzn}du—nu(fzn) < /fdu<+00-
Q Q Q
On en déduit que
1
u(fzm < = [ fau—o
nJo

donc
p(f =+o0) =0.

Exercice 7 Puisque p(§2) < +o00, la fonction constante égale a C' est intégrable, d’intégrale
C 11(€2). Une application directe du théoreme de convergence dominée donne

lim /fnd,u:/fdu.
n—-+o0o Q Q

Exercice 8 Soit f € £!(R). Comme cos(rz) < 1 si z ¢ Z, cos™(mz) — 0 lorsque n — oo
presque partout (pour tout x € R\ Z). Notons f,(z) = f(x) cos™(mzx). Alors, pour tout n € N
on a |fu(z)| < |f(x)] et comme |f| € LY(R), par le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue,

lim [ f(z)cos™(mx)d\(z) = lim [ f.(x)dA\(z) —/R lim f,(z)d\(z) = 0.

Exercice 9 (a) Par définition, f € £1(Q, 3, i) si et seuleument si f, et f_ sont intégrables.

On note que |f| = fi + f_. Donc f € LY(Q, 2, p) = |f| € L(Q, 3, n). Réciproquement,
onal< fy <|f|,donc |f| € LY, 2, n) = f € LY S, u). Dautre part :

/Qfdu’ - /Qf+du—/ﬂf—du‘ < [eans [ 5= [ 1w

(b) Par monotonicité de I'intégrale, on a

[iride < [ loldi <+
Q Q

D’apres la question (a), il en découle que f est intégrable.

(¢) Définissons z = [, f du. Comme z est un nombre complexe, il s’écrit z = |z|e. Soit u
la partie réelle de e~ f. On a u < | f| = | f|. Donc

/Qfdu‘ = eia/gfdu = /Qeiefdu = /Qud“ < /deu,

ou la troisieme égalité découle du fait que le nombre fQ e fdu est réel donc est
l'intégrale de la partie réelle de e™™ f c’est-a-dire de w.




