J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 6 : Théoréme de convergence monotone
9
dominée et Lemme de Fatou (suite)

le 28 novembre 2006

Exercice 1 Soit (2,3, i) un espace mesuré. On dit que f, converge vers f en mesure si
pour tout €,

Jim i € 0 |f(@) - f(@)] > <) =0,

Montrer que si f, — f en mesure, alors il existe une sous-suite {f,, }ren de {fn}lnen qui
converge vers f p-presque partout.

Exercice 2 Donner un exemple de fonction f : R — R qui est intégrable au sens de Lebesgue
mais pas au sens de Riemann.

Exercice 3 (a) Montrer que pour tout x € R, {(1 + —) } est une suite croissante et
n

lim (1—|—£> =e' = T
n

n—oo

(b) Calculer la limite

X n
1i 14+ =) e ™d\
im R+< +n) e (x)
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oub > 1.

Exercice 4 Montrer que
n

a) lim (1 - f) x™dx =m! (pour tout m € N).
n—oo J n

b) lim <1 + £>n e *dy = 1.
0 n

n—oo

Exercice 5 Montrer le théoréme suivant (on pourra utiliser le théoreme des accroissements
finis) :
Théoréme 1 (Dérivation sous le signe [) Soit f : Q x R — C une fonction telle que
(i) Pour tout s € [sy1, s3], la fonction z — f(z,s) est intégrable;
(ii) pour presque tout z, la fonction s +— f(x, s) est dérivable sur (sq, $2);

(i) il existe g € L1(Q, R™) tel que \%] < g(x) pour tout s € [s1, 2] et pour presque tout
x € S
Alors la fonction I(s) := [, f(x,s) du(z) est dérivable sur (sq, s;) et
dl 0f(x,s)
— = | ———=d .
ds /Q ds Hiw)

Exercice 6 Soit f € L'(R). Sa transformée de Fourier est la fonction f :R — C définie
par

i) = / e f ()i

montrer que
a) f est continue,
b) f est bornée et sup|f| < || fll;: (=[x |f(2)|d2),
¢) Siz — xf(z) est intégrable, alors f est dérivable et on a

A

%f = Ciaf(a).



