J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 7 : Espaces L”(u)

le 5 décembre 2006

Definition 1 Etant donné un espace mesuré (2,3, 1), on note pour 1 < p < 400,

L£o(p):={f :Q—R mesurable, || f|l, < +oo}, avec | fll,:= ([,|fPdu)? et
L) = (] 9 =B mesuable, | f[ < +o0}, avee |fllo = mF{M > 0,7 < M i — pp}.

On définit les espaces LP(u) comme les espaces vectoriels quotients de £P(u) par la relation
d’équivalence f ~ g < f =g pu— presque partout.

1 1Inégalités de Young et de Holder

Exercice 1 1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1,+00) tel que %—I—% =1 (on dit que p et q sont
conjugués au sens de Young). Montrer 'inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + -b1.
p q
On pourra considérer la fonction § : R* — R définie par 0(a) = %af” + %bq — ab.

2. Soit de nouveau p, q € (1, +00) tel que %4—% =1let f e LP(u), g € L ). En utilisant
la question précédente, montrer que pour tout A > 0

P A9
/ Foldu < —/ P dp+ —/ g1 dp.
Q P Ja q Jao

Optimiser cette inégalité par rapport a A et montrer I'inégalité de Holder :

1Fglle < 1 £1lp llgla-

Cette inégalité est-elle vraie pour p=1et g = +o0?

3. Soient p et p’ dans [1,400) (pas nécessairement conjugués). Montrer que si f appartient
a LP(p) N LY (1), alors f appartient & L"(u) pour tout 7 compris entre p et p'.

4. Montrer que si p est une mesure finie alors

L®(p) € () L7(w),

p>1

et, pour tout f,
lim | fl[, = I/l
p——4o00

5. Montrer que si f € LP(u) et g € LI(p) avec %—l— % =1 alors f-g € L"(u) et

gl < W f1lpllgllq-



2 Théoreme de complétude de Riesz
Théoréme 1 (Riesz) Pour tout 1 < p < 400, 'espace LP(u) est complet.

Théoréme 2 Soit p tel que 1 < p < 400 et soit {f, }nen une suite de Cauchy dans LP(u)
convergeant vers une fonction f € LP(u). Alors il existe une sous-suite de { f,, }nen qui converge
ponctuellement presque-partout vers f.

Exercice 2 Le but de cet exercice est de démontrer les Théoremes 1 et 2.
1. Cas de L>(p).

(a) Soit {f,}nen une suite de Cauchy de L*(u). Pour k,m,n > 1, considérons les
ensembles

Ap i ={z € Q[ fi(x)] > [ frllso} 5 Bmn = {zx € Q| fm(x) = ful@)| > || fr — falloo}-
Montrer que E := |, A Unm By.n est de mesure nulle.

(b) Montrer que sur le complémentaire de F, la suite { f, }nen converge uniformément
vers une fonction f.

(¢) En déduire que L*°(u) est complet.
2. Cas de LP(p).

(a) Soit 1 < p < 400 et {f,}nen une suite de Cauchy dans LP(u). Montrer qu’il existe
une sous-suite { f,, bren de {fn}nen telle que || fn, . — fu,llp < 27k,
(b) Posons

k
:Z|fni+1 _f”z et g_zlfnl“ fn’
=1

ou g est a valeurs dans R U {+oo}. Montrer que pour tout £ > 1, on a ||gxl/, < 1,
puis que [|g[, < 1.

(¢) En déduire que la série
fﬂl + Z (fn¢+1 - fnl)
i=1

est absolument convergente pour presque tout = € 2. Notons f(x) sa somme lorsque
celle-ci est finie et posons f(x) = 0 sinon. Vérifier que f est la limite ponctuelle des
{fn,. }ken pour presque tout = € .

(d) Montrer que f — f,, € LP(n), f € LP(p) et que || f — full, — 0 quand m — +o0.
Conclure.

3 Différentiabilité des normes || - ||,

Exercice 3 Soient f et g deux fonctions de LP(u) avec 1 < p < +oo. Montrer que la fonction
N R — R définie par

- / (@) + tg(a) P du

est différentiable et que sa dérivée en t = 0 est donnée par :

=0 | @ @)ata) di

ol par convention |f(z)|P~2f(z) = 0 lorsque f = 0.



