J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 7 : Espaces L”(u)

1 1Inégalité de Young et de Holder

Exercice 1 1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1,+00) tel que Il)—l—é = 1. La fonction # : R* —
R définit par 0(a) = %ap + ébq — ab est dérivable et :

0'(a) = a” ' —b.

Cette dérivée s’annule lorsque a = b:v%l, est négative pour a < b et positive pour
1
a>br-1.0n a ) )
O(br 1) = —br T + ~b7 — b TT = 0.
p q

Ainsi 0(a) > 0, i.e.

1 1
ab < —aP + -b1.
p q

2. Soit f € LP(u) et g € L(u). D’apres la question précédente, pour tout A > 0 et pour
p-presque tout x :

_ g@) N e A
Fol() = N (@) - L2 < ZUf @) + gl
Ainsi v -
/Q\fgldué?/Q\f\PdﬁT/ﬂyqudu.
Posons

P b
ﬂ»:—/mwwh—/mww
P Ja q Jq

La fonction ® est dérivable et :

®'(A) = XU = A gl

1

q
”?Illlg " est négative pour A < \; et positive pour
P

A > A;. Ainsi le minimum de ® vaut :

Cette dérivée s’annule pour A\ :=

p q

9\ p+q 4\ " ptaq

o) =L (IE) I+ L (1) T ol
qp qp qp

_gqp_ gqp_ _gqp _gqp_
= gl 11" + Glalld™ W15 = 1 f 1y lglla.

On en déduit 'inégalité de Holder :

1F glle < {1 £l llglla-
Si feL'(p) et ge L®(u), alors |g(z)| < ||g]le pour presque tout z € Q et

d oo dy,
qu@wanM

ie |[fgll < lgllooll £



3. Soient p,p’ € [1,+00). On suppose p < p’. Soit p < r < p’. On a

T = 1 o + U < 7P U+ 7P

On en déduit que
Jisran < 157 dns [ 11rdn <+,
Q Q Q

donc f appartient a L"(p).

4. Supposons que g soit une mesure finie et soit f € L>(u). Alors

[f(@)] < [1fll

pour presque tout x € €. Ainsi pour tout p

J1Pau < sl [ vdn = Wfu@) < 4o
Q Q

ce qui implique que f € LP(u). En particulier, f appartient a I'intersection ﬂp>1 LP(p).
De plus, pour tout p, on a :

1l < 1flleo ()7,

ce qui implique que

lim [flly < [/l
p—-too

D’autre part, pour tout € > 0, on a

/Iflpdu > / fIPdp = (I fllec — )" (If] > ([ flloc —€))-
Q L£1> (I flloo—¢)
Ainsi pour tout p, il vient

1l = ([flloo =€) e (1F1 > ([ flloo = €))

3=

Puisque limy, o0 gt (|| > (I flloo — 5))% =1, il en découle que
lim [[fll, = [[flle —¢
p—-+oo
Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on a

lim {|flly = llflloes
p—Foo

donc finalement lim, . || ]|, = || f]l -

5. Posons fi=fretg =g .Onaf, €Li(u)etg € Lg(u). Notons que l'identité

= —|— é = % entraine que 2,1 > 1 et que les nombres £ et ¢ sont conjugués au sens de

Young Par I'inégalité de Holder on a donc

e [mane ([ )} ([ ) = ()’ ()

D’ot, finalement,

1fgllr < W f1lpllglls-



2 Théoreme de complétude de Riesz

Exercice 2 1. Cas de L™ (u).

(a) Soit {fn}nen une suite de Cauchy de L*°(u). Pour k,m,n > 1, soient les en-
sembles

A ={z € U fi(@)] > Ifello} 5 Bmn ={z € Q| fu(x) = fu(@)] > [ fim — fulloo}

et £ :=, AxU,.,, Bmn. Par définition de la norme infinie, les ensembles Ay
et B, sont de mesure nulle. Par o-sous-additivité de p, on a

n(E) < ZN(Ak) + ZM(Bmm) =0.

(b) Sur Q\ E, on a :
sup |fn - fm| < ||fn - meOOv

zeQ\E

i.e. { f }nen est une suite de Cauchy uniforme sur 2\ £. En particulier, pour tout
x € Q\ E, la suite {f,(z)}nen est une suite de Cauchy réelle, donc est conver-
geante car R est complet. Notons f la limite ponctuelle de f,, sur Q\ E. Montrons
que la suite {f, }nen converge uniformément vers f sur le complémentaire de

E.Ona

Comme { f, }nen est de Cauchy dans L*°(u), pour tout € > 0, il existe un rang
N tel que pour n,m > N¢, || fn — fimlleo < €. Alors pour n > N,

sup [ fu(x) — f(2)] <e.

zeQ\E

Il est découle que { f,, }nen converge uniformément vers f sur Q \ E.

(c) Etendons la fonction f & € en posant f = 0 sur E. Il reste & montrer que la
fonction f appartient a L>°(u). Pour n > N, et x € Q\ E, on a

[f(@)] < [fu(@)] +& < | fu(@)]oc + ¢
On en déduit que || flloo < || fn(2)]|oo + € < +00. Ainsi L*®(u) est complet.

2. Cas de LP(p).

(a) Soit 1 < p < 400 et {f,}lnen une suite de Cauchy dans LP(p). Il existe ny
tel que pour n,m > ny, ||fo — fmll, < 27'. On prend ensuite ny > ny tel que
pour n,m > na, ||fn — fmll, < 272, et ainsi de suite, pour tout k, il existe un
ng > ng_1 tel que n,m > ng = || fo — full, < 275

(b) Posons

k +o00
gk:Z|fnL+1_fnL| et g:Z|fn1+1_fnl|a
=1 i=1

ou g est a valeurs dans R U {+oo}. Pour tout £ > 1, on a

Ip-

k
lgilly = 11D fuies = fou
i=1

D’apres I'inégalité de Minkowski,

k
b= 27 <L,
=1

D’apres le lemme de Fatou, on en déduit que ||g||, < 1.

k
Hngp S Z Hfmﬂ - fm
=1

3



(c) Comme [, |gPdu < +o0, nécessairement |g| < 400 p-pp, i.e. pour presque
tout x € () la série

fm + Z (fm+1 - fm)

est absolument convergente. Notons f(z) sa somme lorsque celle-ci est finie et
posons f(x) = 0 sinon. On a :

k—1
fTL1 _'_ Z (fni+1 - fnz) = fnk
i=1

et f(z) = limp—joo fo, 1 — PP
(d) Soit & > 0. Comme {f,}nen est de Cauchy dans LP(u), il existe N. > 0 tel que
pour n,m > N, || f, — fmll, < e&. Pour m > N. on a par le lemme de Fatou :

/|f—fm|pdu=/| lm fo, — foulP dp < lim inf /|fnk—fm|pdugp.
Q Q k—4o00 k—+oc0 Q

Ainsi f — f,, € LP(p) et ||f — full, — 0 quand m — +o0. De plus, d’apres
I'inégalité de Minkowski, on a

Lf 1l = 11CF = fm) + Snllp <N = Fon) lp + ([ fmllp < +00,

c’est-a-dire f € LP(u). En conclusion LP(u) est complet.

3 Différentiabilité des normes || - ||,

Exercice 3 Soient f et g deux fonctions de LP(u) avec 1 < p < +oo. La fonction
o(t) = |f(x) + tg(x)[P est de classe C' sur R et sa dérivée vaut

, | f(z) +tg(x) + hg(@) [P — [ f(z) + tg(z)”
#(t) = Jim h

= plf(2)+tg(@) [P (f (@) +tg(x))g(@),

lorsque f(x) et g(x) ont un sens, c’est-a-dire pour presque tout z. De plus, d’apres le
théoreme des accroissements finis, on a

() +tg(@)|” = [f(@)]” _

p #'(to) = plf (x) + tog ()" (f (x) + tog(x))g (),

pour un certain ¢, compris entre 0 et ¢. Ainsi pour [t| < 1,

HORZOLS (Gl ‘ = p|f(x) + tog(x) PV g(2)|
<p(If(@)] +lg(x)])"
<27 p(If (@) +[g(@)[?),

ou la premiere inégalité découle de I'inégalité triangulaire et de la majoration |g(z)| <
(If(z)| + |g(z)]), et ou la deuxieme inégalité provient de la convexité de la fonction
T — TP pourpp > 1p impliquant en particulier : (”T“’)p < % + % Il en découle que
f@)+tg (”Tt)‘ —F@I" ogt uniformément bornée par une fonction intégrable. Le théoréme
de convergence dominée permet alors de dériver sous le signe somme et

n p/|f P2 (2)g(x) di.

dtto_

t—




