J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Séance d’exercices 8 : Théoréme de Fubini-Tonelli et convolutions

le 12 décembre 2006

1 Théoréme de Fubini-Tonelli

Exercice 1 Soit f(x,y) = (;Cit;;;ﬁ Montrer que

/_11 (/_11 f(x,y)d:c) dy # /_11 (/_11 f(x,y)dy> o,

Y a-t-il contradiction avec le théoréme de Fubini? (on pourra calculer U'intégrale de |f| sur
l'anneau S. = {(z,y) € R*le < z? +¢y* < 1}.)

Exercice 2 Montrer que la fonction (z,y) — e ¥sin2zy est intégrable pour la mesure de
Lebesgue sur [0, 1] x (0, +00) ; en déduire la valeur de

+o00 1
/ —(siny)?e ¥ dy.
o Y

2 Produit de convolution

Exercice 3 Soient f € LY(R") et g € LP(R") avec 1 < p < +o0, ot R” est muni de la
mesure de Lebesgue. Montrer que, pour presque tout x € R", la fonction y — f(x — y) g(y)
est intégrable sur R™ et que le produit de convolution de f et g défini par

frg(x) = . flx—y)gly)dy

vérifie f* g(x) = g * f(x) et
17 glly < 11 Mgl

EIEQ
Exercice 4 Soient a,b > 0, et f et g les fonctions définies sur R" par f(z) = e "5 et

g(x) = e="5 . Calculer fxg(x).

Exercice 5 1. Pour tout ¢ > 0, on pose :

2

_n |z
filz) = (4mt) 2 e ar.
(a) Montrer que, pour tout ¢t > 0, [5, fi(z)dz = 1.
(b) Montrer que, pour tout § > 0, lim;_o f{lx|>5} fi(x)dx = 0.
(On dit que f; est une approximation de ['unité.)
2. Soit g une fonction continue bornée. Montrer que f; * g est bien définie et que

lim /, * g() = ().

Exercice 6 Soient f,g € L'(x) ol i est la mesure de Lebesgue sur R™. On note f la trans-
formée de Fourier définie par

fy)= | fl@)e v da,

R’Il

ou (-, -) désigne le produit scalaire de R™. Montrer que

1



() Jpo f@)3(2) dz = [ f(2)g() da.
(b) fxg=13g
Exercice 7 Calculer la transformée de Fourier de la Gaussienne définie pour x € R" par

am2
flz) = e_%, oua > 0.



