J. Stubbe Mesure et intégration 2006-2007, semestre d hiver

Solution de la séance d’exercices 9 : Intersections des [P et
convergences

1 Cas d’une mesure finie

Exercice 1 Soit {2 un sous-ensemble de R"” dont la mesure de Lebesgue est finie : () <
+o00. Pour tout 1 < p < +00, notons LP(Q2) I'espace des fonctions f : Q — C telles que

Nfllp == (fQ |fIP(x d$)’7 < 400 modulo Iéquivalence f ~ g < f—g =0 pu— p.p. L'espace
des fonctions essentiellement bornées sera noté L>(£2).

1. Si f e L*™(9), alors
/Q FP(@) de < | FIEu(Q) < +oo,

ainsi L>(2) C LP(§2) pour tout p et || fll, < || foo (,u(Q))% Montrons que si ¢ < p, alors
LP(Q)) C L9(Q2). Soit f € LP(§2), on a par exemple :

Uz)dr = 9(z) dr + "(z)d
/Q 1) de /{Mm (2) di /{M f19(z) dx

/ |f|p(x)dx—|—/ ldz
{If1=1} {Ifl<1}
< I+ () < +oo.

IN

Ou encore, en utilisant 'inégalité de Holder pour les réels conjugués r = § > 1 et

[ i) de - ( / \f!q'z(x)dx)g ( / 1p’iq<m>dx)

r ==
= g ),

—-q

p—q
p

ce qui implique :
P—q
[fllg < [[f1lpp(S2) o

En conclusion, pour 1 < ¢ <2 <p:
L>®(Q) C LP(Q) C L*(Q) C LYQ) c L*(Q).

2. Montrons que pour ¢ < p, l'inclusion LP(B"~1(0,1)) C LY(B"'(0,1)) est stricte. La
fonction f, appartient & L>(B"~1(0,1)) si et seulement a < 0, et a LP(B"~1(0,1)) avec
p < 400 si et seulement si

n
po—n+l<lsa<—
p

Soit 1 < g < p, alors fl(n+n) appartient a L¢(B"~1(0,1))\ L?(B"~1(0,1)). En particulier,
fl(7 42 appartient a Li(B"1(0,1)) \ L>=(B"1(0,1)).

2 Cas de la mesure de comptage sur N

Exercice 2 Soit 2 = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < 400, on note /P

1
Despace des suites complexes (u,)nen telles que [|ull, :== (32,5 [un|P)” < +o00. L’espace des
suites bornées sera noté .



1. Montrons que si ¢ < p, alors ¢4 C (P. Soit (uy)nen € ¢4. Comme

+o0o
Z U, |? < o0,
=0

il existe un rang N tel que pour n > N, |u,|? < 1. En particulier la suite (u,)nen
appartient a £>° et
|u]|co < max{ug,...,un,1}.

De plus, pour n > N, on a |u,|? < |u,|? et

+oo +o0
D lual” < Yl < Jlullf < oo,

i=N+1 i=N-+1
ce qui implique que ||u|[, < +00. En conclusion, pour 1 < ¢ <2 < p, on a:
hCceCcrrcrcee
2. La suite u!® = n— appartient a (> pour tout « > 0 et a /P avec 1 < p < 400 si et
seulement si ap > 1, i.e a > = o En particulier la suite constante égale a 1 appartient
a (> mais n’appartient a aucun /¥ pour p < 4o00. Soit 1 < ¢ < p < +oo. Pour tout
a tel que % <a< %, la suite u(® appartient & 2 \ (2. C’est le cas en particulier pour

o= % (% + %) Ainsi 'inclusion ¢4 C (P est stricte lorsque ¢ < p.

3 Cas de la mesure de Lebesgue sur R"

Exercice 3 Soit {2 = R" muni de la mesure de Lebesgue. Pour tout 1 < p < +00, on note

LP(R™) lespace des fonctions f : R" — C telles que || f||, := (fgn | [|P(z) dz)? ¥ < +00 modulo
I’équivalence f ~ g < f — g =0 pu— p.p. L’espace des fonctions essentiellement bornées sera
noté L>(R").

1. (a) La fonction = +— L appartient a LP(R™) pour 2ap > n.

- 2
(b) La fonction x — We - appartient a LP(R™) pour pf < n.

(¢) Soit 1 < g < p < +o0. La fonction

fla) = (L Jz]?) 77
vérifient f € LP(R") et f ¢ LY(R™). La fonction

(1+| %)

12
g(x) = |2 2 GFa)e s

vérifient g € LY(R") et g ¢ LP(R™).

2. (a) Soit 1 < ¢ < p < +oo et f, une suite de Cauchy pour la norme |- ||, = || |, + 1 - ll-
Comme || - ||, < || - |lp.q» fn est une suite de Cauchy dans LP(R™), donc elle converge
vers une fonction f € LP(R") pour la norme || - ||,. De méme, || - ||, < || - |l5.q» donc
fn converge vers une fonction g € L¢(R™) pour la norme || - ||,. De plus, il existe une

sous-suite de f,, qui converge vers f presque-partout et il existe une sous-suite de
fn, qui converge vers g presque-partout. Ainsi f = g u-p.p. et f,, converge vers f =g
dans LP(R™) N LY(R™).

(b) Soit r tel que ¢ < r < p. Montrons que

LAl < IRl



1

ou::=-+—7, ac|Ul. Pusque 1 = = + esréels p' = L et ¢ = —
U r g lqa [0 1] Pui 1 0;)7’ . an 1 1 o;?r ' (1 qa)r
sont conjugués. D’apres 'inégalité de Holder,
[ir@de = [ 1@ 100 @) da
% &
/ P —a)rq’ ?
< ([ erwan)” ([ 1neerwa)
R’ﬂ Rn
ar (1—a)r
P
< ([ ir@a)” ([ 150w
RTL R"L
< IR
ce qui équivaut a || f|l, < || fll5 Hquka On peut également écrire r=p0q+ (1—08)p

avec 3 €]0,1[ et appliquer Holder avec les réels conjugues et

L@ = [ 15 1) da
< ([iwrwa) ([ @)

a8 r(1—B)
LAl < Al A1l
qui est 'inégalité cherchée car oo = pTﬁ vérifie bien % = % + 1’Ta.

(c) Si f,, converge vers f dans LP(R™)N LY(R™) alors f, converge vers f dans LP(R") et
dans LY(R"), donc dans L"(R™) d’apres 'inégalité précédente. En conclusion, LP(R™)N
L9(R™) est fermé dans L"(R™) donc un sous-espace de Banach de L"(R™).

3. Soit f € LP([0,4o00[) N LI([0, +00[) et h la fonction définie par h(r) = \/L;f(r) On notera

p' le conjugué de p et ¢’ le conjugué de q. Montrons que h appartient & L'([0, +o00[). On
a:

ce qui implique

[ o= [ Jrenars [T Lo
S(/Rd> AL ()'pc”)p*(/1:007“_q2,d7");l(/Rm|f<r>|qm~)é
§<1_1%,>p/ RG-D 1], + (%,1_1>q' I

En optimisant par rapport a R, on obtient :
+oo 1 .
| Sl < Gl

m\»—A

— _
oll, en posant o = etﬁ:%—%,onav— aig et Cpg = a;";ﬁw (1—%) ! <%—1> ..

D =

1
2

4 Convergences

Exercice 4 Soit {f,}nen la suite de fonctions définies par :

1

falz) = i Lzl ().



1. Quelque soit g continue a support compact,

/[0,+oo[ fu(®)g(z) do = % /:n @) dzr — 0

quand n — +oo. Par densité des fonctions continues a support compact, f, converge
faiblement vers 0. D’autre part, f,, converge presque partout vers 0. Supposons que f,
converge fortement vers une fonction f dans L?([0, +o0]). Alors il existe une sous-suite
de f,, qui converge presque-partout vers f, ce qui implique que f = 0 est la seule limite
possible. Or :

fulls = 1

pour tout n, donc || f,||2 ne tend pas vers || f|l2 = 0 ce qui contredit le fait que f,, converge
vers f dans L?([0, +o0|).

2. Pour p > 2,0on a:

2n
/ ]fn(m)]d:c:/ n"2dr=n'"% =0,
(0,400 n

quand n — 400 donc f,, converge fortement vers 0 dans L”([0, +o00]).

Exercice 5 Soit {f,}nen la suite de fonctions définies par :
falz) = \/ﬁl[n,n—i-%](x)'

1. Quelque soit g continue a support compact,

/m | ootz = Vi / " @ — 0

quand n — +o00. Par densité des fonctions continues a support compact, f,, converge fai-
blement vers 0. Comme f,, converge presque partout vers 0 on conclut comme précédemment
que f, ne converge par fortement vers 0 dans L*([0, +o0]) car

[ fnll2 = 1.

2. Pour p < 2,0n a:

n—i—% p p
/ | fu(2)| dx = / nzdr=n2""'—0,
[0,400[ n

donc f,, converge fortement vers 0 dans L?([0, +o0[).



