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Soient A et B deux matrices symétriques de M, (IR) dont les valeurs
propres sont notées respectivement (ax, 1 < k < n) et (b, 1 < k < n),

répétées suivant leur multiplicité. On veut démontrer I'inégalité :

n
det(A+ B) <
(A+B) < max 11 (ar + b)) (1)
k=1
ou &,, désigne le groupe des permutations de '’ensemble {1,---, n}.
Notations
On note par ||.|| la norme euclidienne canonique sur R™ et on munit

M,,(IR) de la norme matricielle subordonnée que, pour alléger les notations,
on notera aussi ||.|. Pour toute matrice carrée M, on note M! sa matrice
transposée, det(M) son déterminant et tr(M) sa trace. La matrice identité
de M,,(IR) est notée I.

Une matrice M € M, (IR) est dite symétrique (respectivement anti-
symétrique) lorsque M = M" (respectivement M® = —M). On note S,
(respectivement A, ) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques (res-

pectivement anti-symétriques).

Résultats admis
On admet les propriétés suivantes:

P1 — Si A et B sont deux matrices diagonalisables et si elles commutent, il
existe une base de diagonalisation commune & A et B.
P2 — Si A et B commutent alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

I. Préliminaires

1) Montrer que

2) On note (E(j, (i,j) € {1,---, n} x {1,---, n}) la base canonique de
M, (R).
Pour M € M, (IR), expliciter tr(M E; ;)) en fonction des coefficients de
M.



II.

10)

Soit M € M,,(IR) telle que pour toute matrice T € A, tr(MT) = 0. La

matrice M est-elle symétrique ou anti-symétrique?
Soit T € A,,, montrer que e’ est orthogonale.

Soit M € M, (IR). Montrer que, pour s au voisinage de 0,

M =T4sM + O(s?). (2)

Soit M € M, (IR). Pour j € {0,--- ,n}, on note oj(M) le coefficient de

X7 dans le polynome caractéristique de M :

det(M — XT) Za]

Montrer que pour tout j € {0,... ,n}, I'application (M — o;(M)) est

continue.

Soit M € M, (IR). Montrer que pour s au voisinage de 0,
det(I+sM) =1+ s tr(M) 4+ O(s?),

et que

det(I+sM + O(s%) = 1 + s tr(M) + O(s?). (3)

On suppose que M € M, (IR) n’est pas inversible. Construire une ma-
trice Ny de M,,(C) telle que, pour tout s > 0, on ait det(M + sNg) > 0.

Montrer que I’on peut choisir Ny, & coefficients réels, diagonalisable (res-
pectivement symétrique) si M est diagonalisable (respectivement symé-

trique).

Démonstration de I'inégalité (1)

On rappelle que A et B sont des matrices réelles symétriques.
Montrer que si les matrices A et B commutent alors il existe o € &,

telle que:
det(A + B) = [ (ar + bogsy)-
k=1



11)

12)

Soit O,, ’ensemble des matrices orthogonales de M,,(IR). Montrer que
O, est une partie compacte de M, (IR).

Pour tout M € M, (IR), on considére la partie O,,(M) de M,,(IR) définie
par
On(M) ={UMUY; U e 0,}.

Montrer qu'il existe By € O, (B) telle que

det(A+ By) = sup det(4A+C).
CeO,(B)

II.1 A+ B, inversible

13)

14)

15)

16)

17)

De cette question a la question 17, on suppose que A + By est inversible.

Pour T € A,, et pour tout réel s, on définit ¢p(s) par
Yr(s) = det (A + e‘STBOe*sT) .
Montrer que pour s au voisinage de 0, on a

Yr(s) = det(A+By) [L+ s tr (T'Bo — BoT)(A + By)™')] +0(s?). (4)

Montrer que pour tout s réel, on a ¥r(s) < ¥ (0).

Montrer ’égalité suivante :
tr(TBo(A + By) ™) = tr(T(A + By) "' By). (5)
Montrer que By commute avec (A 4 Bg)~! et A.

Montrer l'inégalité (1).

I1.2 A+ B, singuliére

18)

On suppose dorénavant que A + By n’est pas inversible.

Montrer qu’il existe deux suites de M, (IR), (Bg,k > 0) et (Ng, k > 0)

telles que

(i) Ny converge vers By quand k tend vers +oo,



(ii) By € O,(Ng) pour tout k > 0,
(iii) det(A + Ni) < det(A + By) pour tout k > 0,
(iv) By commute avec A pour tout k > 0.

19) Montrer I'inégalité (1).

III. Une permutation qui réalise le maximum

Indépendamment des matrices A et B, étant données deux suites de réels
(ak, 1 < k < n)et (b, 1 < k < n), on se propose de préciser I'inégalité (1),

en explicitant une permutation o € &, pour laquelle le produit

H ak + by (k)

est maximum. On supposera que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

a1 <ag <...<ay
by <by<...< by (H)
a; +b; > 0 pour tout (4,7).

Pour tout entier n > 1, on considére la propriété m(n) suivante : pour toutes

les suites (ag, 1 < k < n) et (b, 1 < k < n) vérifiant (H) et toute

permutation o € &,,, on a

11 ar + boy) < T (ar + bu—is1)-
k=1 k=1

20) Etablir w(n) pour tout n > 2.
Indication : pour n > 2 et 0 € &,, donnés, on distinguera deux cas:
Cas 1: o vérifie o(n) = 1. On montrera qu'’il existe alors 7 € &,,_ telle
que pour i € {1,--- ,n—1}, (i) = 7(i) + 1.
Cas 2: Il existe i < n et j > 1 tels que o(i) = 1 et o(n) = j et on
raménera ’étude du second cas au premier en factorisant P(o)
par (a; + b1)(a, + b;).

FIN DU PROBLEME



